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Słowo wstępu

Poniższy skrypt jest luźnym zapisem notatek do ćwiczeń i przeznaczony jest dla studentów Wydziału Ma-
tematyczno-Przyrodniczego jako uzupełnienie i przypomnienie materiału przerabianego na ćwiczeniach do
przedmiotu Badania Operacyjne. Skrypt ten powstał jako wynik rozszerzenia notatek, według których pro-
wadzone są ćwiczenia. W szczególności dodane zostały krótkie komentarze do najważniejszych twierdzeń i
definicji oraz opisane zostały dokładnie przykłady prezentowane na ćwiczeniach (w celu możliwości ich do-
kładnego przeanalizowania w domu przez studentów obecnych i zapoznania się z materiałem przez studentów
nieobecnych na danych ćwiczeniach). Dodatkowo dodane zostały zadania do samodzielnego rozwiązania przed
kolokwiami i egzaminem.
Skrypt ten jest w trakcie rozwoju i niektóre ćwiczenia nie są jeszcze wogóle zapisane, a niektóre są ale w

wersji nierozszerzonej. Odpowiednie ćwiczenia, które nie są jeszcze ukończone zostały odpowiednio oznaczone
przypisem w stopce. Należy zwracać uwagę na wersję skryptu podane po lewej stronie stopki oraz datę two-
rzenia dokumentu. Zmiana wersji oznaczać będzie znaczne uzupełnienie treści skryptu, natomiast inna data
najczęściej oznaczać będzie małe poprawki w skrypcie (literówki etc.). Będę starał się sukcesywnie uzupełniać
skrypt o kolejne ćwiczenia.
Wszelkie uwagi, co do treści i jasności przedstawionych treści są mile widziane - proszę je przesyłać na

adres mailowy pkaczynski@uksw.edu.pl.
Uwaga! Osoby, które zgłoszą (poważne) błędy w treści (na przykład błędny wzór etc.) mogą uzyskać

„plusa” przyznawanego za odpowiedź przy tablicy. Dodatkowo, jeśli dana osoba rozwiąże wszystkie zadania do
samodzielnego rozwiązania z wybranych ćwiczeń i owe rozwiązania spisze w LATEX-u, to również może zarobić
„plusa”.
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Ćwiczenia1

Programowanieliniowe,zagadnienia
wstępne

Programowanieliniowejesttometodaznajdowaniarozwiązanialiniowychzagadnieńoptymalizacyjnych(szu-
kaniaminimówlubmaksimówpewnychfunkcjiliniowychprzyliniowychograniczeniach).

1.1Możliwerozwiązaniazadaniaprogramowanialiniowego

Dlazagadnieńprogramowanialiniowegomożezajśćjedenznastępującychprzypadków

•Zadanieposiadaunikalneskończonerozwiązanieoptymalne-rozwiązaniezadaniajestjedyneijest
wektorem(punktem)oskończonychwspółczynnikachispełniawszystkieograniczeniazadania,

•Zadanieposiadanieograniczonerozwiązanieoptymalne-rozwiązaniezadaniajestnieskończone
codowartości;dlakażdegorozwiązaniaspełniającegoograniczeniamożnazawszeznaleźćinne,lepsze
rozwiązanierównieżspełniająceograniczenia,

•Zadaniejestsprzeczne-nieistniejąwektoryspełniająceograniczenia;zadanieniemarozwiązaniai
jestprawdopodobnieźlepostawione

•Zadanieposiadanieskończeniewielerozwiązańoptymalnych-istniejenieskończeniewielerozwią-
zańoptymalnych,dlaktórychfunkcjaceluprzyjmujetąsamąwartość.

Innyprzypadekdlazadańprogramowanialiniowegoniemożezajść.

1.2Przykładzagadnieniaprogramowanialiniowego

Rozważmynastępujące,przykładowezagadnienieoptymalizacyjnezograniczeniami(znajdowaniapunktu,któ-
ryminimalizuje,bądźmaksymalizujepewnąfunkcjęceluprzyzadanychograniczeniach).

Przykład1.2.1.

max
x∈R2z=2x1+3x2

przyograniczeniach:

2x1+2x2614
x1+2x268
4x1616

∀ixi>0
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Rysunek 1.1: Wykres funkcji celu dla przykładu 1.2.1

Funkcję z w powyższym zagadnieniu nazywamy funkcją celu. Wykres funkcji celu przy nałożonych ogra-
niczeniach znajduje się na rysunku 1.1 Problem rozwiązania Zagadnienia Programowania Liniowego polega na
znalezieniu znalezieniu punktu maksymalizującego funkcję celu, czyli najwyższego na prezentowanym wykresie.
W przypadku dwuwymiarowym jest to zadanie proste, w przypadku większej ilości wymiarów (x ∈ Rn, n > 3)
zadanie staje się bardziej skomplikowane i niemożliwe do narysowania w standardowej przestrzeni kartezjań-
skiej.

1.3 Zbiór rozwiązań dopuszczalnych - definicje

Definicja 1.1. Rozwiązaniem dopuszczalnym zagadnienia programowania liniowego nazywamy każdy wek-
tor x spełniający ograniczenia zagadnienia programowania liniowego.

Definicja 1.2. Zbiór wszystkich wektorów dopuszczalnych nazywamy zbiorem rozwiązań dopuszczalnych
zagadnienia programowania liiowego.

Przykład 1.3.1.
Narysować zbiór rozwiązań dopuszczalnych dla przykładu 1.2.1.

Rozwiązanie
Zbiór rozwiązań dopuszczalnych przedstawiony został na rysunku 1.2

1.4 Metoda graficzna rozwiązywania zagadnienia programowania
liniowego

Metoda graficzna polega na znalezieniu rozwiązania zagadnienia poprzez narysowanie obszaru spełniającego
nierówności i jednej z poziomic funkcji celu. Następnie przesuwamy tą poziomicę tak, by wartości funkcji celu
rosły, a jednocześnie poziomica ta przecinała się z obszarem spełniającym ograniczenia, aż dojdzie do sytuacji,
w której poziomica ta przecina obszar tylko w jednym punkcie - jest to rozwiązanie optymalne.

Przykład 1.4.1.
Rozwiązać za pomocą metody graficznej Zadanie Programowania Liniowego dane w przykładzie 1.2.1.

Rozwiązanie
Rozwiązanie tą metodą naszkicowano na rysunku 1.3 Na rysunku uwidoczniono dwie poziomice funkcji celu
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Zadanie najtańszego przepływu
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Rysunek1.2:Zbiórrozwiązańdopuszczalnych(rozwiązanie)dlaprzykładu1.3.1
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Rysunek1.3:Rozwiązaniemetodągraficznąprzykładu1.4.1

(dlawartości6oraz14).Widać,żepoziomicaz=14madokładniejedenpunktprzecięciazobszaremrozwiązań
dopuszczalnych,awięcpunkttenjestpunktemoptymalnym.Rozwiązaniemzagadnieinajestwięcpunkt

x̂=[x̂1
x̂2

]=[4
2

]
Przykład1.4.2.
Rozwiązaćprzyużyciumetodygraficznejnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

max
x∈R2z=x1+2x2

przyograniczeniach:

2x1+2x2614
x1+2x268
4x1616

∀ixi>0

Rozwiązanie
Zadaniepowyższejestidentycznezprzykładem1.4.1,zmienionazostałajedyniefunkcjacelu.Rozwiązanie
metodągraficznązostałonaszkicowanenarysunku1.4.Zrysunkuwidać,żecałyodcinekłączącypunkty(0;4)
oraz(4;2)zawierarozwiązaniaoptymalne(poziomicefunkcjicelusąrównoległedojednegozograniczeń).

7
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Algorytmprogramowania
dynamicznego

1

Przykład11.0.1.
ZnaleźćnajkrótszątrasęzwierzchołkaSdowierzchołkaTdlazadanegografuużywającalgorytmuprogramo-
waniadynamicznego

S

A

B

C

D

T

8

1

2

3

3

2

2

5

Przykład11.0.2.
Pewienprzedsiębiorcachcewybudowaćdokładnie7domóww3lata.Wkażdymrokumożewybudowaćd=
{1,2,3}domów.Wrokupierwszympostawieniejednegodomukosztujek1=100tysięcyzłotych,wroku
drugimk2=200tysięcyzłotych,awrokutrzecimk3=300tysięcyzłotych.Iledomówwkażdymzlat
powinienbudowaćprzedsiębiorca,abywybudowaniewszystkich7kosztowałogonajmniejsząmożliwąsumę
pieniędzy?

1Ćwiczeniadouzupełnienia
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Rysunek 1.4: Rozwiązanie metodą graficzną przykładu 1.4.2

1.5 Postać standardowa Zagadnienia Programowania Liniowego

W celu ustandaryzowania sposobu rozwiązywania zagadnień programowania liniowego wprowadza się tzw.
postać standardową do której można sprowadzić każde zagadnienie programowania liniowego.

min z = cTx (1.1)

przy ograniczeniach

Ax = b (1.2)

xi > 0 (1.3)

gdzie A jest macierzą o m wierszach i n kolumnach. Istotne jest założenie o nieujemności zmiennych.

1.6 Sprowadzanie dowolnego ZPL do postaci standardowej

Następujące przypadki można sprowadzić do postaci standardowej

• Maksymalizacja, zamiast minimalizacji funkcji celu
Rozwiązanie: Minimalizacja funkcji celu pomnożonej przez −1

min
x
f(x) = max

x
−f(x)

Przykład
min
x
−2x1 + 3x2 − 4x3 + 5x4 7−→ max

x
2x1 − 3x2 + 4x3 − 5x4

• Funkcja afiniczna jako funkcja celu (f(x) = cTx+ c0, c0 ∈ R)
Rozwiązanie: Wartość c0 można pominąć i uwzględnić ją dopiero przy podawaniu optymalnej wartości
funkcji celu.

Przykład
min
x
−2x1 + 3x2 − 17 7−→ min

x
−2x1 + 3x2

• Nierówność > w ograniczeniach
Rozwiązanie: Odjęcie nieujemnej zmiennej dopełniającej w tej nierówności i przekształcenie do rów-
ności

Przykład
−7x1 + 4x2 > 2 7−→ −7x1 + 4x2 − x3 = 2, x3 > 0
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[-,0]

[(s,1)]

[(s,2)] [(a,4)]

(a,9)

(b,5)

[(b,4)]

[(c,6)]
(d,9)

Ponieważ jako wierzchołek wyróżniony wybrany został wierzchołek końcowy, oznacza to Stop, znale-
ziono ścieżkę optymalną. Koszt tej ścieżki jest równy kosztowi przypisanemu wierzchołkowi końcowemu,
natomiast ścieżkę wyznaczamy posługując się nazwami wierzchołków w kolejnych oznaczeniach „perma-
nentnych”.

Odpowiedź
Najkrótsza ścieżka od węzła S do węzła T , to

S −→ B −→ C −→ T

a jej koszt wynosi 6.

10.1 Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 10.1.
Znaleźć najkrótszą trasę z wierzchołka S do wierzchołka T dla zadanego grafu

S

a c d

b e

t

2

4

4

6

2
7

3

1
1

4

6

13

7
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•Nierówność6wograniczeniach
Rozwiązanie:Dodanienieujemnejzmiennejdopełniającejwtejnierównościiprzekształceniedorów-
ności

Przykład
6x1+5x2+4x3627−→6x1+5x2+4x3+5x4=2,x4>0

•Niektórezmiennedowolnegoznaku(niekonieczniexi>0)
Rozwiązanie:Zastąpieniezmiennychodowolnymznakuróżnicązmiennychdodatnich

xi=x′
i−x

′′

i,x′
i,x

′′

i∈R+,xi∈R

1.7Rozwiązaniabazowe

Definicja1.3.Rozwiązaniembazowymukładurównań(1.2)nazywamyrozwiązaniepowstałepoprzezprzy-
równanien−mzmiennychdozera,przyzałożeniu,żewyznacznikwspółczynnikówtychmzmiennychjest
niezerowy.Tempozostałychzmiennychnazywamybazowymi.

Definicja1.4.Bazowymrozwiązaniemdopuszczalnymnazywamyrozwiązaniebazowe,któregowszystkie
zmiennesąnieujemne.

Definicja1.5.Zdegenerowanymrozwiązaniembazowymdopuszczalnymnazywamybazowerozwiąza-
niedopuszczalne,wktórymchoćjednazmiennabazowajestrówna0.

Rozwiązaniebazowedopuszczalnejestodpowiednikiemwierzchołkaobszarurozwiązańdopuszczalnych.

Twierdzenie1.1.Funkcjacelustandardowegozagadnieniaprogramowanialiniowegoprzyjmujewartośćmi-
nimalnąwpunkciewierzchołkowymzbiorurozwiązańdopuszczalnych.

Przykład1.7.1.
Znaleźćwszystkierozwiązaniabazowedopuszczalnedlaprzykładu1.2.1

Rozwiązanie
Abyznaleźćterozwiązanianależynajpierwprzekształcićograniczeniadopostacistandardowej(równościowej).
Otrzymujemy

2x1+2x2+x3=14
x1+2x2+x4=8
4x1x5=16

Ponieważmamym=3ograniczeniaorazn=5zmiennych,toabyznaleźćdanerozwiązaniebazowenależy
przyrównaćn−m=2zmiennedozera.Abyznaleźćwszystkierozwiązaniabazowe,należywięcprzyrównać
każdąmożliwąparęzmiennychdo0irozwiązaćpowstałyukładrównań.
Przykładowoprzyrównajmydo0zmiennex4orazx5.Otrzymujemynastępującyukładrównań

2x1+2x2+x3=14
x1+2x2=8
4x1=16

któregorozwiązaniemjestx1
x2
x3


=

4
4
2


Otrzymujemywięcdopuszczalnerozwiązaniebazowe(wszystkiexi>0).



x1
x2
x3
x4
x5


=


4
4
2
0
0
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[(s,2)](a,4)
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Zauważmy,żejeślidanywierzchołekposiadawięcejniżjednooznaczenie„tymczasowe”torozważanew
algorytmiejesttaknaprawdętylkotooznaczenie,któreposiadanajmniejszykoszt(zbędneoznaczenia
wyróżnionokoloremczerwonym).

KrokIVKolejnygrafjestnastępujący

S

A

B

C

D

T

8

1

2

3

3

2

2

5

[-,0]

[(s,1)]

[(s,2)][(a,4)]

(a,9)

(b,5)

[(b,4)]

(c,6)
(d,9)

KrokVKolejnygrafjestnastępujący
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Jak widać powyższe rozwiązanie bazowe (jeśli rozpatrzymy jedynie x1 oraz x2) jest jednym z punktów leżących
na wierzchołku rozwiązań dopuszczalnych na rysunku 1.2.
Przyrównajmy teraz x3 oraz x5 do zera. Otrzymamy następujący układ równań

2x1 +2x2 = 14
x1 +2x2 +x4 = 8
4x1 = 16

którego rozwiązaniem jest [x1 x2 x4]T = [4 3 − 2]T . Otrzymaliśmy więc kolejne rozwiązanie bazowe
x1
x2
x3
x4
x5

 =

4
3
0
−2
0


Powyższe rozwiązanie bazowe jest niedopuszczalne, ponieważ nie wszystkie xi > 0. Ponownie warto zauwa-
żyć, gdzie to rozwiązanie znajduje się na rysunku 1.2.
Analogicznie można znaleźć pozostałe rozwiązania bazowe (przyrównując pozostałe możliwe pary zmien-

nych do 0, do wykonania jako ćwiczenie).

Przykład 1.7.2.
Znaleźć jedno dopuszczalne rozwiązanie bazowe, jedno niedopuszczalne rozwiązanie bazowe i jedno zdegenero-
wane rozwiązanie bazowe następującego układu ograniczeń równościowych

2x1 +2x2 +x3 = 12
x1 +2x2 +x4 = 8
4x1 x5 = 16

Rozwiązanie
Ponownie przyrównujemy wybraną parę zmiennych do zera aby uzyskać odpowiednie rozwiązanie bazowe
(najprostszym sposobem znalezienia poszczególnych rozwiązań jest przyrównywanie kolejnych par zmiennych
do zera, aż trafimy na odpowiednie).
Załóżmy najpierw x4 = x5 = 0; otrzymujemy następujący układ równań

2x1 +2x2 +x3 = 12
x1 +2x2 = 8
4x1 = 16

którego rozwiązaniem jest [x1 x2 x3]T = [4 2 0]T . Otrzymaliśmy więc zdegenerowane dopuszczalne roz-
wiązanie bazowe postaci 

x1
x2
x3
x4
x5

 =

4
2
0
0
0


Rozwiązanie powyższe jest zdegenerowane, ponieważ mimo tego, że specjalnie nie przyrównywaliśmy zmiennej
x3 do 0, to i tak w rozwiązaniu przyjmuje ona wartość 0.
Załóżmy teraz, że x1 = x2 = 0; otrzymujemy następujący układ równań

x3 = 12
x4 = 8
x5 = 16

którego rozwiązaniem jest [x3 x4 x5]T = [12 8 16]T . Otrzymaliśmy więc dopuszczalne rozwiązanie bazowe
postaci 

x1
x2
x3
x4
x5

 =

0
0
12
8
16
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S

A

B

C

D

T

8

1

2

3

3

2

2

5

[-,0]

(s,1)

(s,2)

Krok II Spośród wierzchołków oznaczonych „tymczasowo” wybieramy ten, który ma najmniejszy koszt.
Tenże wierzchołek staje się wierzchołkiem oznaczonym „permanentnie” (co oznaczamy na grafie nawia-
sami kwadratowymi) i jednocześnie wierzchołkiem wyróżnionym dla aktualnego kroku. Ponownie ozna-
czamy wszystkie wierzchołki nieoznaczone, bądź oznaczone „tymczasowo” połączone z wierzchołkiem
wyróżnionym. Dostajemy następujący graf

S

A

B

C

D

T

8

1

2

3

3

2

2

5

[-,0]

[(s,1)]

(s,2) (a,4)

(a,9)

�
�

�


Uwaga!
Koszt oznaczanego wierzchołka obliczamy jako koszt wierzchołka wyróżnionego plus koszt ścieżki
łączącej oba wierzchołki

Krok III Ponownie spośród wierzchołków oznaczonych „tymczasowo” wybieramy ten, który posiada
oznaczenie o najmniejszym koszcie i oznaczamy wierzchołki do niego przyległe. Otrzymujemy następujący
graf
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Załóżmyteraz,żex1=x3=0;otrzymujemynastępującyukładrównań

+2x2=12
+2x2+x4=8

x5=16

któregorozwiązaniemjest[x2x4x5]
T
=[6−416]

T
.Otrzymaliśmywięcniedopuszczalnerozwiązanie

bazowepostaci

x1
x2
x3
x4
x5


=


0
6
0
−4
16




1.8Zadaniadosamodzielnegorozwiązania

Zadanie1.1.
Rozwiązaćmetodągraficznąnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

max
x∈R2z=3x1−x2

przyograniczeniach:

2x1+1x2>2
x1+3x263

+x264

∀ixi>0

Zadanie1.2.
Rozwiązaćmetodągraficznąnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

min
x∈R2z=x1−x2

przyograniczeniach:

2x1+1x2>2
−x1−x2>1

∀ixi>0

Zadanie1.3.
Rozwiązaćmetodągraficznąnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

min
x∈R2z=3x1−4x2

przyograniczeniach:

4x1+2x2>4
x1+x2>1

∀ixi>0

Zadanie1.4.
Znaleźćwszystkiebazowerozwiązaniadopuszczalnedlaukładurównań

+2x1+6x2+2x3+x4=3
+6x1+4x2+4x3+6x4=2

11

Ćwiczenia10

Zadanienajkrótszejścieżki-algorytm
Dijkstry

1

Przykład10.0.1.
ZnaleźćnajkrótszątrasęzwierzchołkaSdowierzchołkaTdlazadanegografu

S

A

B

C

D

T

8

1

2

3

3

2

2

5

Rozwiązanie

KrokIOznaczamy„permanentnie”wierzchołekpoczątkowyiwybieramygojakowierzchołekwyróżnio-
nywdanymkroku

S

A

B

C

D

T

8

1

2

3

3

2

2

5

[-,0]

następnieoznaczamy„tymczasowo”wierzchołkipołączonezwierzchołkiemwyróżnionym,każdemuprzy-
pisującodpowiednieoznaczenie(paręoznaczającąwierzchołekwyróżnionyorazkosztścieżkiodwierz-
chołkapoczątkowegodowierzchołkaoznaczanego).

1Ćwiczeniadouzupełnienia
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Ćwiczenia 2

Metoda sympleks

Metoda sympleks służy do rozwiązywania (nawet bardzo złożonych) zagadnień programowania liniowego. Jest
to metoda polegająca na „inteligentnym” przeszukiwaniu poszczególnych punktów wierzchołkowych obszaru
rozwiązań dopuszczalnych, czyli dopuszczalnych rozwiązań bazowych.
Jest to metoda iteracyjna i wymaga, aby punkt startowy był dopuszczalnym rozwiązaniem bazowym.

W każdej kolejnej iteracji znajdowany jest kolejne, lepsze (o mniejszej wartości funkcji celu) dopuszczalne
rozwiązanie bazowe poprzez wprowadzenie jednej zmiennej do bazy i wyprowadzenie jednej zmiennej z bazy.

2.1 Tablica sympleksów

Poniżej przedstawiona została ogólna postać tablicy sympleksów wraz ze stosowanymi oznaczeniami

c1 c2 · · · ck · · · cn
i Baza c P0 P1 P2 · · · Pk · · · Pn
1 Pb1 cb1 t10 t11 t12 · · · t1k · · · t1n
2 Pb2 cb2 t20 t21 t22 · · · t2k · · · t2n
...

...
...

...
...

... · · ·
... · · ·

...
l Pbl cbl tl0 tl1 tl2 · · · tlk · · · tln
...

...
...

...
...

... · · ·
... · · ·

...
m Pbm cbm tm0 tm1 tm2 · · · tmk · · · tmn

m+ 1 zj − cj z0 z1 − c1 z2 − c2 · · · zk − ck · · · zn − cn

gdzie

zj =
m∑
i=1

citij (2.1)

Ponadto w początkowej tablicy sympleksów zachodzi

ti0 = bi, i = 1, . . . ,m

tij = aij , i = 1, . . . ,m j = 1, . . . , n
(2.2)

Indeksy b1, . . . , bm należy zastąpić indeksami zmiennych bazowych, których odpowiadające im kolumny wy-
znaczają macierz jednostkową.

2.2 Schemat metody

1. Przekształć zadanie do postaci standardowej (Uwaga! b > 0!)

2. Jeśli w macierzy ograniczeń A ∈ Rm×n występuje macierz jednostkowa (można ją złożyć z dowolnych m
kolumn w dowolnej kolejności) to idź do kolejnego kroku, jeśli nie, to zastosuj metodę sztucznej bazy,

12

9.7 Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 9.1.
Znaleźć przepływ maksymalny fmax z węzła S do węzła T oraz przekrój minimalny dla następującej sieci (przy
łukach pokazano maksymalną przepustowość gałęzi w obie strony)

S

A

B

C

T

1

2

4

2 3

4

2

Zadanie 9.2.
Zapisać Zagadnienie Programowania Liniowego w postaci analitycznej dla sieci podanej w zadaniu 9.1.

Zadanie 9.3.
Znaleźć przepływ maksymalny fmax z węzła S do węzła T oraz przekrój minimalny dla następującej sieci (przy
łukach pokazano maksymalną przepustowość gałęzi w obie strony)

S

A

D

C

42

3

7

4

7

6

B

E

T

5

11

8

2 8

Zadanie 9.4.
Znaleźć przepływ maksymalny fmax z węzłów S1 i S2 do węzłów T1 i T2 oraz znaleźć przekrój minimalny dla
następującej sieci (przy łukach pokazano maksymalną przepustowość gałęzi w obie strony)

S1

A

S2

B

1
8

9

7
4

D

C

T1

5

11

2

A

E

C
4

2

5

7

E

2 T2

13

2

3
7

3

3

3

3

8
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3.Wybierzzmiennąwprowadzanądobazynapodstawiekryterium

k=argmax
j=1...n
zj−cj>0

zj−cj(2.3)

gdziektonumerodpowiedniejzmiennej.Jeślinieistniejetakiejdlaktóregozj−cj>0toSTOP-
znalezionerozwiązaniejestoptymalne.

4.Wybierzzmiennąwyprowadzanązbazynapodstawiekryterium

l=argmin
i=1...m
tik>0

ti0
tik

(2.4)

gdzietijsąelementamitablicysympleksów,aljestnumeremwierszaodpowiadającegozmiennejbazowej.
Jeślinieistniejetakieldlaktóregotlk>0toSTOP-zadaniemanieograniczonerozwiązanieoptymalne,

5.Przekształćtablicęsympleksówzgodniezewzorem

t′
ij=tij−

tlj
tlk
tik,i6=l

t′
lj=
tlj
tlk

(2.5)

6.Wróćdokroku3.

2.3Praktycznemetodyweryfikacji

Poniżejpodanezostanągłównemetodyweryfikacjipozwalającestwierdzić,żecośjestnietakwdanymkroku
metody

•KolumnaP0powinnazawieraćzawszeelementynieujemne(włącznieztablicąstartową!),

•JeślikolumnaP0zawierachoćjedenelementujemny,patrzpunktpoprzedni,

•Wkażdymkolejnymkrokumetodysymplekswartośćz0powinnasięzmniejszać(przynajmniejniero-
snąć),

•WkolumnieP0znajdujesięaktualnieznalezionerozwiązanie,powinnobyćonodopuszczalne,więcmożna
jezweryfikowaćzograniczeniamizadaniawyjściowego,

•Wkażdejzkolumnodpowiadającejzmiennejbazowejpowinienwystępowaćwektorjednostkowy(zje-
dynkąnaodpowiednimmiejscu);Tychkolumnnietrzebaprzeliczać(wystarczyuzupełnićzeramiijedną
jedynką),

•Wzór(2.1)obowiązujedlakażdejtablicysympleksów;możnazweryfikowaćczyobliczeniaprzyużyciu
wzorów(2.5)sązgodnezewzorem(2.1).

•Jeślikorzystamyzewzorów(2.5),towartoobliczyćnajpierwostatniwiersztablicysympleks–jeślinie
zawieraonliczbujemnych,tomożnaresztytablicynieobliczać,boznaleźliśmyrozwiązanieoptymalne.

2.4Przykładyrozwiązań

Przykład2.4.1.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowegometodąsympleksów

maxz=2x1+3x2

przyograniczeniach:

2x1+2x2614
x1+2x268
4x1616

∀ixi>0

13

S B

E

A

F

T

(3,3) (1,1)

(0,3)

(3,5)

(3,7)

(4,5)

(4,5)

(3,3)

C

D

(0,3)
(1,2)

(1,1)(1,4)

[-,Inf]

[S+,1]

[C+,3]

[S+,4]

[B+,1]

[F+,1] [S+,1]

KrokVIPonowniezmieniamyprzepływyiznajdujemykolejnecechowanie

S B

E

A

F

T

(3,3) (1,1)

(1,3)

(3,5)

(3,7)

(4,5)

(4,5)

(3,3)

C

D

(0,3)
(2,2)

(1,1)(2,4)

[-,Inf]

[S+,1]

[C+,3]

[S+,4]

PonieważniemożnajużznaleźćdrogiodwęzłaSdowęzłaT,toznalezionorozwiązanieoptymalne,a
przekrójminimalnyzostałzaznaczonynarysunku.

Odpowiedź
Przepływmaksymalnydlazadanejsieciwynosifmax=9natomiastprzekrójminimalnytworządwapodgrafy
owierzchołkachodpowiednio{S,C,D,E}oraz{A,B,F,T}.
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Rozwiązanie
Zbiór rozwiązań dopuszczalnych, oraz kolejne iteracje metody sympleksów, które zostaną wykonane, przedsta-
wione zostały na rysunku 2.1.

7

7

4

8
x1

x2

4

krok 1

krok 2

Punkt optymalny

Punkt startowy

2

Rysunek 2.1: Kolejne kroki metody sympleks dla przykładu 2.4.1

Krok I Przekształcamy zagadnienie do postaci standardowej, otrzymujemy

min z = −2x1 − 3x2

przy ograniczeniach:

2x1 +2x2 +x3 = 14
x1 +2x2 +x4 = 8
4x1 +x5 = 16

xj > 0

Krok II Bazowe, dopuszczalne rozwiązanie początkowe dane jest jako x = [0, 0, 14, 8, 16],

Krok III Budujemy startową tablicę sympleksów

-2 -3 0 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P3 0 14 2 2 1 0 0
2 P4 0 8 1 2 0 1 0
3 P5 0 16 4 0 0 0 1

4 zj − cj 0 2 3 0 0 0

• Wybieramy zmienną wprowadzaną do bazy. Szukamy wartości maksymalnej (dodatniej) w ostatnim
wierszu tablicy

max {2, 3} = 3 =⇒ zmienna x2 będzie wprowadzona do bazy

• Wybieramy zmienną wyprowadzaną z bazy. Szukamy minimum z ilorazów kolumny P0 przez ko-
lumnę zmiennej wprowadzanej do bazy (w tym przypadku P2). Uwaga - dzielimy tylko przez liczby
dodatnie!

min
{
14
2
,
8
2

}
= 4 =⇒ Zmienna x4 wychodzi z bazy

Krok IV Przekształcamy tablicę sympleksów odpowiednio mnożąc i dodając do siebie wiersze tablicy
tak, aby w zaznaczonym miejscu znalazła się 1 a w pozostałych miejscach w tej kolumnie 0. Wykonujemy
więc następujące obliczenia

14

SB

E

A

F

T

(0,3)(0,1)

(0,3)

(0,5)

(3,7)

(1,5)

(0,5)

(3,3)

C

D

(3,3)
(0,2)

(1,1) (1,4)

[-,Inf]

[S+,4]

[E+,4]

[D-,4]

[C+,3]

[A+,3]

Krok IV Ponownie zmieniamy przepływy i znajdujemy kolejne cechowanie

SB

E

A

F

T

(3,3)(0,1)

(0,3)

(3,5)

(3,7)

(4,5)

(3,5)

(3,3)

C

D

(0,3)

(0,2)

(1,1) (1,4)

[-,Inf]

[S+,1]

[C+,3]

[S+,4]

[B+,1]

[A+,1][S+,2]

Krok V Ponownie zmieniamy przepływy i znajdujemy kolejne cechowanie
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•Dzielimywierszdrugiprzez2
•Odwierszapierwszegoodejmujemy(stary)wierszdrugi

bądźkorzystamyzewzorów(2.5).Otrzymujemynastępującątablicę

-2-3000
iBazacP0P1P2P3P4P5
1P306101-10
2P2-341

2101
20

3P501640001

4zj−cj-121
200-3

20

•Ponowniewybieramyzmiennąwprowadzanądobazy.Szukamywartościmaksymalnej(dodatniej)
wostatnimwierszutablicy

max{1
2

}=1
2
=⇒zmiennax1będziewprowadzonadobazy

•Wybieramyzmiennąwyprowadzanązbazy.SzukamyminimumzilorazówkolumnyP0przezkolum-
nęzmiennejwprowadzanejdobazy(wtymprzypadkuP1).Ponowniedzielimytylkoprzezliczby
dodatnie!

min{6
1
,
4
1
2

,
16
4

}=4=⇒Zmiennax5wychodzizbazy
KrokVPonownieprzekształcamytablicęsympleksów

•Wiersztrzecidzielimyprzez4
•Odwierszapierwszegoodejmujemy(nowy)wiersztrzeci
•Odwierszdrugiegoodejmujemywiersztrzecipomnożonyprzez1

2.

-2-3000
iBazacP0P1P2P3P4P5
1P302001-1−1

4
2P2-320101

2−1
8

3P1-2410001
4

4zj−cj-14000-3
2−1

8

Ponieważwszystkieliczbywostatnimrzędzietabelisąniedodatnie,toKoniec.Rozwiązaniemjest
kolumnaP0zuwzględnieniemkolejnościzmiennychwbazie(wypisanychkolumnęobok)

x̂=



4
2
2
0
0




awartośćfunkcjiceluwpunkcieoptymalnymwynosi−14(ostatniwierszkolumnyP0).

Przykład2.4.2.
Następującezagadnienieprogramowanialiniowegorozwiązaćmetodąsympleksów

minz=x2−3x3+2x5

przyograniczeniach:

x1+3x2−x3+2x5=7
−2x2+4x3+x4=12
−4x2+3x3+8x5+x6=10

∀jxj>0

15

S B

E

A

F

T

(0,3) (0,1)

(0,3)

(0,5)

(0,7)

(0,5)

(0,5)

(0,3)

C

D

(0,3)
(0,2)

(0,1)(0,4)

[-,Inf]

[S+,7]

[C+,3]

[D+,3]

KrokIIPonowniezmieniamyprzepływyiznajdujemykolejnecechowanie

S B

E

A

F

T

(0,3) (0,1)

(0,3)

(0,5)

(3,7)

(0,5)

(0,5)

(3,3)

C

D

(3,3)
(0,2)

(0,1)(0,4)

[-,Inf]

[S+,5]

[E+,1]

[F+,1]

KrokIIIPonowniezmieniamyprzepływyiznajdujemykolejnecechowanie
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Rozwiązanie
Początkowa baza składa się z wektorów P1, P4 oraz P6, a rozwiązaniem jest X0 = [x1, x2, x3, x4, x5, x6]

T =
[7, 0, 0, 12, 0, 10]T (lub w skrócie X0 = [x1, x4, x6]

T = [7, 12, 10]T ). Łatwo obliczyć, że wartość funkcji celu
z0 = 0.

Krok I Rysujemy początkową tablicę sympleksów

0 1 -3 0 2 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6
1 P1 0 7 1 3 -1 0 2 0
2 P4 0 12 0 -2 4 1 0 0
3 P6 0 10 0 -4 3 0 8 1

4 zj − cj 0 0 -1 3 0 -2 0

• Znajdujemy maximum
max
j
(zj − cj) = z3 − c3 = 3 > 0

Ponieważ znalezione maximum jest większe od zera, znalezione rozwiązanie nie jest optymalne i
tym samym do bazy wprowadzamy P3.

• Obliczamy minimum z ilorazów xi0/xi3, gdzie xi0 są liczbami w kolumnie odpowiadającej P0, a xi3
liczbami w kolumnie odpowiadającej P3 (ilorazy liczymy tylko dla xi3 > 0).

min
{
12
4
,
10
3

}
=
12
4

(2.6)

Krok II Przekształcamy tablicę sympleksów odpowiednio mnożąc i dodając do siebie wiersze tablicy tak,
aby w zaznaczonym miejscu znalazła się 1 a w pozostałych miejscach w tej kolumnie 0. Wykonujemy
więc następujące obliczenia

• Dzielimy wiersz drugi przez 4
• Do wiersza pierwszego dodajemy nowy wiersz drugi
• Od wiersza trzeciego odejmujemy pomnożony przez 3 (nowy) wiersz drugi

Kolejna tablica sympleksów będzie mieć więc następującą postać

0 1 -3 0 2 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6

1 P1 0 10 1 5
2 0 1

4 2 0

2 P3 -3 3 0 − 12 1 1
4 0 0

3 P6 0 1 0 − 52 0 − 34 8 1

4 zj − cj -9 0 1
2 0 − 34 -2 0

• Ponownie szukamy maximum z ostatniego wiersza w tablicy (bez kolumny P0)

max
j
(zj − cj) = max

{
0,
1
2
, 0,−3

4
,−2, 0

}
=
1
2

stąd zmienną wprowadzaną do bazy będzie zmienna odpowiadająca kolumnie P2.

• Aby wyznaczyć zmienną wyprowadzaną obliczamy ponownie ilorazy

min
{
10
5
2

}
= 4

A więc zmienną wyprowadzaną z bazy będzie zmienna związana z kolumną P1.

Krok III Ponownie przekształcamy tablicę sympleksów

16

Ponieważ nie można już znaleźć ścieżki od źródła S do ujścia T, to znaleziono rozwiązanie optymal-
ne. Przekrój minimalny został zaznaczony na rysunku (oddziela węzły ocechowane i nieocechowane w
ostatniej iteracji).

Odpowiedź
Przepływ maksymalny dla danego przykładu wynosi fmax = 8, natomiast przekrój minimalny to podział na
dwa podgrafy, do których należą odpowiednio węzły {S,B} oraz {A,C,D,E}.

Przykład 9.6.2.
Znaleźć przepływ maksymalny fmax z węzła S do węzła T oraz przekrój minimalny dla następującej sieci (przy
łukach pokazano maksymalną przepustowość gałęzi w obie strony)

SB

E

A

F

T

31

3

5

7

5

5

3

C

D

3
2

1 4

Rozwiązanie

Krok I Zaznaczamy zerowe rozwiązanie początkowe oraz znajdujemy pierwszą ścieżkę
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•Wierszpierwszymnożymyprzez2
5

•Dowierszadrugiegododajemy(nowy)wierszpierwszypomnożonyprzez1
2

•Dowierszatrzeciegododajemy(stary)pierwszy
•Obliczamyostatniwiersztablicy

Otrzymanatablicasympleksówmapostać

01-3020
iBazacP0P1P2P3P4P5P6
1P2142

5101
10

4
50

2P3-351
5013

10
2
50

3P6011100−1
2101

4zj−cj-11−1
500−4

5−12
50

KrokIVPonieważwszystkiewartościzj−cjsąniedodatnie,toKoniec.Rozwiązaniemjestwektor

x̂=




0
4
5
0
0
11





(odczytujemygozkolumnyP0wtablicysympleksów(patrzącnato,jakiezmiennesąwbazie),awartość
funkcjicelutoz0=−11(równieżwostatnimwierszutejkolumny)

Przykład2.4.3.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

min
xi
z=−1x1−2x2

przyograniczeniach:

−1x1+1x263
−1x1+2x268
−1x1+3x2615

∀ixi>0

Rozwiązanie
Sprowadzamyzadaniedopostacistandardowejiotrzymujemy

min
xi
z=−1x1−2x2+0x3+0x4+0x5

przyograniczeniach:

−1x1+1x2+1x3=3
−1x1+2x2+1x4=8
−1x1+3x2+1x5=15

∀ixi>0

Przechodzimydorozwiązaniametodąsympleks

KrokITablicapoczątkowametodysympleks

−1−2000
iBazacP0P1P2P3P4P5
1P303−11100
2P408−12010
3P5015−13001

4zj−cj012000
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KrokIIZmieniamyprzepływyowartośćprzepływu,którązostałocechowanywęzełkońcowyT,czyli
2.Grafpozmianieprzepływówiznalezieniukolejnegocechowaniawyglądanastępująco(zaznaczono
równieżkierunekprzepływudlagałęzioniezerowymprzepływie)

S

A

B

C

D

T

(0,4)

(0,3)

(2,8)

(0,3)

(0,1)

(2,2)

(2,7)

(0,2)

[S+,6][B+,3]

[-,Inf][D+,2]

KrokIIIPonowniezmieniamyprzepływyiznajdujemykolejnecechowanie

S

A

B

C

D

T

(0,4)

(0,3)

(4,8)

(2,3)

(0,1)

(2,2)

(2,7)

(2,2)

[S+,4][B+,1]

[-,Inf][C+,1]

[D+,1][A+,1]

KrokIVPonowniezmieniamyprzepływyiznajdujemykolejnecechowanie

S

A

B

C

D

T

(1,4)

(0,3)

(5,8)

(3,3)

(1,1)

(2,2)

(3,7)

(2,2)

[-,Inf][C+,3]

[S+,3][A+,3]

KrokVModyfikujemyprzepływyipróbujemyznaleźćcechowanie

S

A

B

C

D

T

(4,4)

(3,3)

(5,8)

(3,3)

(1,1)

(2,2)

(6,7)

(2,2)

[-,Inf][C+,3]

[S+,3]
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Krok II Kolejna tablica sympleks wygląda następująco

−1 −2 0 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P2 −2 3 −1 1 1 0 0
2 P4 0 2 1 0 −2 1 0
3 P5 0 6 2 0 −3 0 1

4 zj − cj −6 3 0 −2 0 0

Krok III Kolejna tablica sympleks wygląda następująco

−1 −2 0 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P2 −2 5 0 1 −1 1 0
2 P1 −1 2 1 0 −2 1 0
3 P5 0 2 0 0 1 −2 1

4 zj − cj −12 0 0 4 −3 0

Krok IV Kolejna tablica sympleks wygląda następująco

−1 −2 0 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P2 −2 7 0 1 0 −1 1
2 P1 −1 6 1 0 0 −3 2
3 P3 0 2 0 0 1 −2 1

4 zj − cj −20 0 0 0 5 −4

Ponieważ w kolumnie, którą chcemy wprowadzić do bazy (kolumna P4) nie występuje żadna liczba
dodatnia, oznacza to STOP, zadanie posiada nieograniczone rozwiązanie optymalne.

2.5 Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 2.1.
Następujące zagadnienie programowania liniowego rozwiązać metodą sympleksów

max z = x1 + 2x2 + 3x3

przy ograniczeniach:

+2x1 +4x2 +1x3 6 6
+1x1 −4x2 +1x3 6 4
+2x1 +2x2 +1x3 6 2

∀j xj > 0

Zadanie 2.2.
Następujące zagadnienie programowania liniowego rozwiązać metodą sympleksów

max z = x1 + 3x2 + 4x3

przy ograniczeniach:

+1x1 −2x2 +3x3 6 10
+2x1 +1x2 +1x3 6 12
+1x1 +3x2 +1x3 6 9

∀j xj > 0
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Krok V Jeśli węzeł t został ocechowany to zmieniamy przepływy w sieci następująco

x′ij = xij + vm dla (i, j) gdy j ma cechę [i+, vj ] (9.3)

x′ji = xji − vm dla (j, i) gdy j ma cechę [i−, vj ] (9.4)

x′ij = xij dla pozostałych (9.5)

oraz wracamy do kroku 2.
Jeśli wierzchołek t nie został ocechowany, to znaleziono rozwiązanie — suma przepływów wypływających
z wierzchołka s jest równa przepływowi maksymalnemu, natomiast wierzchołki ocechowane i nieocecho-
wane w ostatniej iteracji algorytmu dzielą graf tworząc przekrój minimalny.

9.6 Przykłady

Przykład 9.6.1.
Znaleźć przepływ maksymalny z węzła S do węzła T oraz minimalny przekrój dla następującej sieci (przy
łukach oznaczono ich maksymalną przepustowość w obie strony)

S

A

B

C

D

T

4

3

8

3

1

2

7

2

Rozwiązanie

Krok I Na grafie zaznaczamy rozwiązanie początkowe (przepływy zerowe).

S

A

B

C

D

T

(0,4)

(0,3)

(0,8)

(0,3)

(0,1)

(0,2)

(0,7)

(0,2)

Następnie znajdujemy pierwszą możliwą ścieżkę od węzła S do węzła T cechując odpowiednie wierzchołki

S

A

B

C

D

T

(0,4)

(0,3)

(0,8)

(0,3)

(0,1)

(0,2)

(0,7)

(0,2)

[S+,8]

[B+,2]

[-,Inf] [C+,2]
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Zadanie2.3.
Następującezagadnienieprogramowanialiniowegorozwiązaćmetodąsympleksów

maxz=2x1−x2+3x3

przyograniczeniach:

+2x1+1x2+5x362
+1x1−2x2+1x361
+1x1+3x2−1x363

∀jxj>0

Zadanie2.4.
Następującezagadnienieprogramowanialiniowegorozwiązaćmetodąsympleksów

maxz=4x1+8x2−3x3

przyograniczeniach:

+3x1−1x2−5x365
−5x1+2x2−1x361
−1x1+2x2+1x363

∀jxj>0
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S1

S2

graf sieciT

⇓
S1

S2

graf sieciT S2

(0,    )

(0,    )

Rysunek9.2:Schematpostępowaniawprzypadkuwystępowaniawięcejniżjednegoźródła

T1

T2

graf sieci S

⇓
T1

T2

graf sieci ST

(0,    )

(0,    )

Rysunek9.3:Schematpostępowaniawprzypadkuwystępowaniawięcejniżjednegoźródła

KrokIINadajemycechę[−,∞]węzłowistartowemus,

KrokIIIWybieramyostatnioocechowanywęzełi

•Dowolnemunieocechowanemuwęzłowijdlaktóregoxij<fijnadajemycechę[i+,vj],gdzie

vj=min{vi,fij−xij}(9.1)

•Dowolnemuwęzłowij,któryjestnieocechowanyorazxji>0przypisujemycechę[i−,vj],gdzie

vj=min{vi,xji}(9.2)

KrokIVWęzełjpootrzymaniucechypoddawanyjestprocesowikroku3,dopókiwszystkiewęzłyocechowane
niezostanąsprawdzonezwęzłaminieocechowanymiłączącymije.
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Ćwiczenia 3

Metoda sztucznej bazy

W poprzednio rozwiązywanych przykładach zakładaliśmy, że można znaleźć taką bazę, dla której wektory
macierzy sympleksów odpowiadające zmiennym bazowym tworzyły macierz jednostkową. Metoda sztucznej
bazy polega na dodaniu pewnych zmiennych po to, aby znaleźć bazę z macierzą jednostkową.
Warto zauważyć, że istnienie macierzy jednostkowej w zadaniach poprzednich wynikało z tego, że punkt

xT =
[
0 0 . . . 0

]T
był bazowym rozwiązaniem dopuszczalnym. Metoda sztucznej bazy pozwala znaleźć

początkowe rozwiązanie dopuszczalne różne od trywialnego (złożonego z samych zer).

3.1 Schemat metody

Zakładamy, że zadanie zostało już sprowadzone do postaci standardowej (m.in. wszystkie ograniczenia rów-
nościowe) i w początkowej tablicy sympleksów nie występuje macierz jednostkowa. Schemat metody sztucznej
bazy jest następujący

1. Rozważ ograniczenie i-te

2. Jeśli w ograniczeniu i-tym występuje współczynnik 1, przy czym dla każdego ograniczenia j, j 6= i w
wybranej kolumnie występują same 0 to przejdź do punktu 4

3. W przeciwnym przypadku do ograniczenia i-tego dodaj zmienną sztucznej bazy oraz rozszerz funkcję celu
o składnik wxk+1, gdzie w jest pewną stałą dodatnią (nieustaloną), a k jest aktualną liczbą zmiennych
w zadaniu.

4. Jeśli i-te ograniczenie nie jest ostatnim ograniczeniem, to podstaw i = i+ 1 i przejdź do punktu 1

5. Rozwiąż zadanie stosując standardową metodę sympleks.

3.2 Rozszerzona tablica sympleks

Ponieważ zadanie wyjściowe jest modyfikowane, standardowa tablica sympleks jest też rozszerzana. Zwiększa
się ilość kolumn, ale również dokładany jest dodatkowo jeden wiersz.

c1 c2 · · · ck · · · cn w · · · w
i Baza c P0 P1 P2 · · · Pk · · · Pn Pn+1 · · · Pn+s
1 Pb1 cb1 t10 t11 t12 · · · t1k · · · t1n t1n+1 · · · P1n+s
2 Pb2 cb2 t20 t21 t22 · · · t2k · · · t2n t2n+1 · · · P2n+s
...

...
...

...
...

... · · ·
... · · ·

...
... · · ·

...
l Pbl cbl tl0 tl1 tl2 · · · tlk · · · tln tln+1 · · · Pln+s
...

...
...

...
...

... · · ·
... · · ·

...
... · · ·

...
m Pbm cbm tm0 tm1 tm2 · · · tmk · · · tmn tmn+1 · · · Pmn+s

m+ 1 zj − cj z0 z1 − c1 z2 − c2 · · · zk − ck · · · zn − cn 0 · · · 0
m+ 2 zw0 zw1 zw2 · · · zwk · · · zwn 0 · · · 0
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9.2 Sformułowanie problemu

9.2.1 Zagadnienie maksymalnego przepływu

Zagadnienie maksymalnego przepływu polega na znalezieniu największego możliwego przepływu z ustalonego
węzła źródłowego do ustalonego węzła odpływowego. Innymi słowy, jeśli potraktować graf reprezentujący sieć
jako pewną reprezentację np. sieci wodociągowej, a poszczególne ograniczenia na gałęziach reprezentują prze-
pustowość rur (ilość litrów na minutę) w tej sieci, to rozwiązanie zadania maksymalnego przepływu odpowiada
na pytanie ile wody maksymalnie można przepuścić w takiej sieci (na minutę).

9.2.2 Zagadnienie minimalnego przekroju

Definicja 9.1. Przekrojem grafu G nazywamy podział tego grafu na podgrafy G1 oraz G2, przy czym gałęzie
łączące poszczególne podgrafy powinny być skierowane tylko w jednym kierunku.

Zagadnienie minimalnego przekroju polega na znalezieniu takiego podziału na dwa podgrafy, przy czym
w jednym z tych podgrafów znajdują się wszystkie źródła, a w drugim wszystkie ujścia, aby przepustowość
maksymalna gałęzi łączących oba te grafy była minimalna (w stosunku do wszystkich możliwych przekrojów
danego grafu).
Innymi słowy, rozwiązanie zagadnienia minimalnego przekroju pozwala znaleźć „wąskie gardła” w sieci.

9.3 Dualność

Oba zadania - zarówno maksymalnego przepływu, jak i minimalnego przekroju są zadaniami programowania
liniowego. Są one ze sobą ściśle powiązane.

Lemat 9.1. Zadanie minimalnego przekroju jest zadaniem dualnym do zadania maksymalnego przepływu.

Co więcej, oba zadania spełniają założenia o unimodularności macierzy ograniczeń, toteż dla współczynni-
ków całkowitoliczbowych rozwiązanie optymalne jest rozwiązaniem całkowitoliczbowym.

9.4 Sprowadzanie zadań do postaci standardowej

Ponieważ w postaci standardowej grafu występuje tylko jedno źródło i tylko jeden odpływ, należy w przypad-
kach gdy tak nie jest, sprowadzić zadanie do postaci standardowej.

9.4.1 Więcej niż jedno źródło

W przypadku występowania więcej niż jednego źródła należy dodać do grafu jeden węzeł, który będzie jedynym
węzłem źródłowym, a źródła z grafu wyjściowego traktowane są jako zwykłe wierzchołki pośrednie. Gałęzie
łączące dodatkowy węzeł ze źródłami mają przepustowość równą nieskończoności. Typowe przekształcenie
zaprezentowane zostało na rysunku 9.2.

9.4.2 Więcej niż jeden odpływ

W przypadku więcej niż jednego odpływu w grafie postępujemy podobnie, jak w przypadku więcej niż jed-
nego źródła, a więc dodawany jest dodatkowy węzeł (odpływ zbiorczy), a poprzednie odpływy traktowane
są jako wierzchołki pośrednie. Gałęzie łączące nowy odpływ, podobnie jak poprzednio, mają przepustowość
nieskończoną. Przykład takiego przekształcenia pokazuje rysunek 9.3.

9.5 Algorytm cechowania

Zakładamy, że xij oznacza aktualny przepływ z węzła i do j, natomiast fij oznacza maksymalny przepływ z
węzła i do węzła j.

Krok I Przypisujemy xij = 0,
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gdziesjestliczbązmiennychsztucznejbazyoraz

zj=
m∑
i=1
ci6=w

citij,z
w
j=

m∑
i=1
ci=w

tij(3.1)

Ponadtowpoczątkowejtablicysympleksówzachodzi

ti0=bi,i=1,...,m

tij=aij,i=1,...,mj=1,...,n
(3.2)

Indeksyb1,...,bmnależyzastąpićindeksamizmiennychbazowych,którychodpowiadająceimkolumnywy-
znaczająmacierzjednostkową.Wielkośćwniemusibyćjednoznaczniewyznaczona(musibyćtylkododatnia).
UwagaJeśliwaktualnejbaziewystępujązmiennesztucznejbazy,towmetodziesympleksużywamy

wierszam+2zamiastwierszam+1.Wrozszerzonejtablicysymplekskolumnyodpowiadającezmiennym
sztucznejbazywystępująjedynie,jeślidanazmiennajestwaktualnejbazie.Jeślizmiennatawyjdziezbazy,to
odpowiadającajejkolumnamożebyćusuniętaztablicysympleks(itymsamymnietrzebajejjużprzeliczać).
Jeśliwbazieniewystępujązmiennesztucznejbazy,towierszm+2niejestjużpotrzebnyirównieżmożebyć
pominięty.

3.3Możliwerozwiązania

Rozwiązujączagadnienieprzyużyciumetodysztucznejbazyimetodysympleksmożemyotrzymaćnastępujące
rozwiązania

•Wbazierozwiązaniaoptymalnegoniewystępujązmiennesztucznejbazy←znalezionerozwiązaniejest
dopuszczalnymrozwiązaniemoptymalnym.

•Wbazierozwiązaniaoptymalnegowystępujechoćjednazmiennasztucznejbazy←zadaniejestsprzeczne.

Wartozauważyć,żejeślizadanieposiadanieskończonerozwiązanieoptymalne,tometodasztucznejbazypo-
zwolinajpierwnaznalezieniepoczątkowegorozwiązaniadopuszczalnego,adopieropóźniejmetodasympleks
pozwoliwykryćnieskończonośćrozwiązania.

3.4Uwagipraktyczne

Następująceuwagimogąbyćprzydatnepodczasrozwiązywaniazadańprzyużyciumetodysztucznejbazy

•Wdanejiteracjiniekonieczniezbazymusiwyjśćzmiennasztucznejbazy,

•Zmiennesztucznejbazyniemuszązniejwychodzićwkolejnościichindeksów.(Zbazynajpierwmogą
wyjśćkolejnonp.P7,P5anakońcuP6),

•Wetapie,wktórymwbaziewystępujązmiennesztucznejbazywartośćfunkcjiceluz0niekoniecznie
musimaleć,

•Musinatomiastmalećwartośćz
w
)wkolejnychiteracjach,ażzostaniezredukowanado0.

3.5Przykładyrozwiązań

Przykład3.5.1.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

min
xi∈R4z=−x1−2x2−3x3+x4
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Ćwiczenia9

Zadaniemaksymalnegoprzepływui
minimalnegoprzekroju

Zadaniemaksymalnegoprzepływupoleganaznalezieniujaknajwiększegoprzepływuwsiecireprezentowanej
przezgraf.Graftakimożesymbolizowaćróżnesieciwystępującewpraktyce.Każdagałąźmaograniczony
maksymalnyprzepływ.Najlepiejzadaniemaksymalnegoprzepływuodnosisiędorozwiązaniaproblemumak-
symalnegoprzepływuwsieciruroróżnychprzekrojach(czylioróżnymmaksymalnymprzepływie).Można
równieżodnosićzadaniemaksymalnegoprzepływudozadańznalezieniamaksymalnejprzepustowościsamo-
chodówprzezsiećkomunikacyjnądrógetc.

9.1Sieć

Wobuzadaniachrozpatrywanajestpewnasieć(domyślnieprzepływowa)danawpostacigrafu.Wrozpa-
trywanychzadaniachłukitegografusąnieskierowane.Typoweoznaczeniastosowanedoreprezentacjisieci
zostałopokazanenarysunku9.1.Każdyzwierzchołkówmaswojąetykietę(najczęściejliterę),natomiastkaż-

ST
(x,f)

Rysunek9.1:Fragmentgrafusieciprzepływowej-połączeniedwóchwierzchołkówioznaczenie

dazkrawędzigrafuopisanajestdwomacyframipodawanymijakoparauporządkowanaoboktejżekrawędzi.
Pierwszaliczbaxjestaktualnymprzepływemnadanejkrawędzi,natomiastdrugawartośćfjestmaksymalnym
przepływemwtejkrawędzi.Gdyprzepływjestniezerowy,koniecznejestnarysowaniekierunkutegoprzepływu.
Wyróżniamytrzyrodzajewierzchołków

•Wierzchołkipośrednie-wierzchołki,dlaktórychsumaprzepływówwchodzącychrównajestprzepływom
wychodzącymztegowierzchołka,

•Wierzchołkiźródłowe-wierzchołkidlaktórychłączącesięznimigałęziesąjedyniegałęziamiodpływo-
wymi,

•Wierzchołkiodpływowe-wierzchołkidlaktórychłączącesięznimigałęziesąjedyniegałęziamiprzy-
pływowymi

Ograniczeniawynikającezwłasnościwierzchołkówźródłowychprzekładająsięnaograniczeniazadania(isą
ograniczeniamiliniowymi).
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przy ograniczeniach:

x1 +2x2 +3x3 = 15
2x1 +x2 +5x3 = 20
2x1 +4x2 +2x3 +2x4 = 20

∀i xi > 0

Rozwiązanie
Zadanie jest już w postaci standardowej, więc nie musimy go do niej sprowadzać. Warto zwrócić uwagę, że
ten układ może zawierać jeden wektor jednostkowy (odpowiadający zmiennej x4) - trzeba jedynie podzielić
ograniczenie przez 2. Stąd potrzebne jest dodanie jedynie dwóch zmiennych sztucznych. Zmienne te wchodzą
do funkcji celu z arbitralnym, dodatnim współczynnikiem w.
Po podzieleniu trzeciego ograniczenia przez 2 i dodaniu zmiennych otrzymujemy następujące zadanie ze

zmiennymi sztucznymi

min
xi∈R6

z = −x1 − 2x2 − 3x3 + x4 + wx5 + wx6

przy ograniczeniach:

x1 +2x2 +3x3 +x5 = 15
2x1 +x2 +5x3 +x6 = 20
x1 +2x2 +x3 +x4 = 10

∀i xi > 0

Rozwiązujemy zadanie stosując metodę sympleks i rozszerzoną funkcję celu

Krok I Początkowa tablica symplek jest następująca

-1 -2 -3 1 w w
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6
1 P5 w 15 1 2 3 0 1 0
2 P6 w 20 2 1 5 0 0 1
3 P4 1 10 1 2 1 1 0 0

4 zj − cj 10 2 4 4 0 0 0
5 35 3 3 8 0 0 0

Tak skonstruowaną tablicę sympleksów przekształcamy zgodnie ze standardowymi regułami. Jedyną
różnicę stanowi wybór zmiennej wprowadzanej do bazy (wybieramy największą liczbę dodatnią z wiersza
ostatniego).

Krok II Kolejna tablica metody dla przykładu (bez kolumny odpowiadającej wyprowadzonej zmiennej
sztucznej bazy P6).

-1 -2 -3 1 w
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5

1 P5 w 3 − 15
7
5 0 1 1

2 P3 -3 4 2
5

1
5 1 0 0

3 P4 1 6 3
5

9
5 0 1 0

4 zj − cj -6 2
5

16
5 0 0 0

5 3 − 15
7
5 0 0 0

Krok III Z bazy została wyeliminowana ostatnia zmienna sztucznej bazy, dlatego kolejna tablica nie za-
wiera już wiersza piątego (i kolumny odpowiadającej wyeliminowanej zmiennej). Kolejna tablica wygląda
następująco
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co daje punkt xT =
[
1 −1 0

]
, który nie spełnia warunków Kuhna-Tuckera, bo jest sprzeczny np z

nierównością (8.44).

2. λ1 = 0, λ2 > 0.
Tym razem automatycznie spełnione jest równanie (8.42). Dostajemy układ złożony z równań (8.39)-
(8.41) oraz równania (8.43), co daje nam

−1 + x1 + 4λ2 = 0
1− x2 + 2λ2 = 0
−1 + x3 = 0

4x1 + 2x2 − 4 = 0

którego rozwiązaniem jest punkt
[
xT λ2

]
=
[ 1
3

4
3 1

1
6

]
spełniający warunki Kuhna-Tuckera.#

"

 

!

Uwaga!
Pomimo tego, że znaleziony punkt spełnia warunki Kuhna-Tuckera, nie oznacza to, że jest on
optymalny. Niewypukłość funkcji nie pozwala na zastosowanie warunku dostatecznego i tym samym
nie możemy wnioskować o optymalności znalezionego punktu. Należy obliczyć wartość funkcji celu w
tymże punkcie i porównać ją z wartościami innych punktów (o ile znajdziemy takowe) spełniających
warunki Kuhna-Tuckera.
Funkcja celu dla znalezionego punktu przyjmuje wartość f(x) = − 13 .

3. λ1 > 0, λ2 = 0.
Z założenia spełnione jest równanie (8.43). Ponownie dostajemy układ równań wynikający tym razem z
(8.39)-(8.41) oraz (8.42) postaci

−1 + x1 + λ1 = 0
1− x2 − 2λ1 = 0
−1 + x3 + λ1 = 0

x1 − 2x2 + x3 − 2 = 0

którego rozwiązaniem jest punkt
[
xT λ1

]
=
[
0 −1 0 1

]
również spełniający warunki Kuhna-

Tuckera. Wartość funkcji celu w tym punkcie wynosi f(x) = − 32 .

4. λ1 > 0, λ2 > 0.
Tym razem żadne z równań nie jest automatycznie spełnione z założenia. Dostajemy układ pięciu równań
złożonych z (8.39)-(8.43), który jest następujący

−1 + x1 + λ1 + 4λ2 = 0
1− x2 − 2λ1 + 2λ2 = 0

−1 + x3 + λ1 = 0
x1 − 2x2 + x3 − 2 = 0
4x1 + 2x2 − 4 = 0

Rozwiązaniem powyższego układu jest punkt
[
xT λ1 λ2

]
=
[ 12
11 − 211

6
11

5
11 − 322

]
, który nie

spełnia warunków Kuhna-Tuckera (nie spełnia warunku (8.46)).

Odpowiedź
Rozwiązaniem zadania jest punkt

x̂ =


0
−1
0
1


dla którego funkcja celu przyjmuje wartość

f(x̂) = −3
2

63



-1-2-31
iBazacP0P1P2P3P4
1P2-215

7−1
7101

2P3-325
7

3
7010

3P4115
7

6
7001

4zj−cj−90
7

6
7000

Znaleźliśmywtensposóbrozwiązaniedopuszczalnezadaniawyjściowego(kolumnaP0)

x=



0
15
7
25
7
15
7




orazprzekształciliśmytablicęsympleksówtak,abyznajdowałasięwniejmacierzjednostkowautworzona
zwektorówodpowiadającychzmiennymbazowym.Kolejnekrokiwykonujemystosującstandardową
metodęsympleks.

KrokIVPoprzekształceniuotrzymujemynastępującątablicęsympleks

-1-2-31
iBazacP0P1P2P3P4
1P2-25

20101
6

2P3-35
2001−3

6
3P1-15

21007
6

4zj−cj-15000-1

STOP–Znalezionorozwiązanieoptymalne

Odpowiedź
Rozwiązaniemzadaniajestpunktx̂=[525

2
5
20]T.NatomiastoptymalnawartośćfunkcjicelutocTx̂=

−15.

Przykład3.5.2.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

max
xi
z=2x1−1x2+2x3

przyograniczeniach:

1x1+1x2−1x3>4
2x1−1x2−2x361
1x1−2x2−3x3=−5

∀ixi>0

Rozwiązanie
Sprowadzamyzadaniedopostacistandardowejiotrzymujemy

min
xi
z=−2x1+1x2−2x3+0x4+0x5

przyograniczeniach:

1x1+1x2−1x3−1x4=4
2x1−1x2−2x3+1x5=1
−1x1+2x2+3x3=5

∀ixi>0
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Stądotrzymujemynastępującerozwiązaniedlategoprzypadku


x1
x2
λ1
λ4


=


0
1
30
49




którespełniawarunkiKuhna-Tuckera(λi>0orazograniczeniawtympunkciesąspełnione).

Ztego,żefunkcjajestwypukławnioskujemy,żeznalezionypunktjestrozwiązaniemZPN

Odpowiedź
Rozwiązaniemzadaniajestpunkt

x̂=[0
1

]
dlaktóregofunkcjaceluprzyjmujewartość

f(x̂)=−35

Przykład8.2.3.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanianieliniowego

min
x∈R3f(x)=−x1+x2−x3+

1
2(x21−x22+x23)

przyograniczeniach:

x1−2x2+x362
4x12x264

Rozwiązanie
ZadanietojestzadaniemminimalizacjiwprzestrzeniR3,awięcniemożnawykonaćrysunkupomocniczego.
Należytozadanierozwiązaćwykorzystującwyłączniemetodęanalityczną.Wartorównieżzauważyć,żefunkcja
niejestfunkcjąwypukłą,toteżkoniecznejestznalezieniewszystkichpunktówspełniającychwarunkiKuhna-
Tuckeraiwybraniespośródnichtego,dlaktóregowartośćfunkcjicelujestnajmniejsza.
ZapiszmyfunkcjęLagrange’adlategozadania

L(x,λ)=−x1+x2−x3+
1
2(x21−x22+x23)+λ1(x1−2x2+x3−2)+λ2(4x1+2x2−4)

ZapiszmywarunkiKuhna-Tuckeradlazadania

∂L

∂x1
=−1+x1+λ1+4λ2=0(8.39)

∂L

∂x2
=1−x2−2λ1+2λ2=0(8.40)

∂L

∂x3
=−1+x3+λ1=0(8.41)

λ1(x1−2x2+x3−2)=0(8.42)

λ2(4x1+2x2−4)=0(8.43)

g1(x)=x1−2x2+x3−260(8.44)

g2(x)=4x1+2x2−460(8.45)

λ1,λ2>0(8.46)

Rozpatrujemykolejneprzypadkiwceluznalezieniapunktówspełniającychrównania(8.39)-(8.46).

1.λ1=λ2=0.
Zpowyższegozałożeniarównania(8.42)oraz(8.43)sąspełnione.Pozostajerozwiązaćukładrównań
złożonyz(8.39)-(8.41),któreprzyjmąnastępującąpostać

−1+x1=0
1−x2=0
−1+x3=0
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Po dodaniu zmiennych sztucznych otrzymujemy

min
xi
z = −2x1 + 1x2 − 2x3 + 0x4 + 0x5 + wx6 + wx7

przy ograniczeniach:

1x1 +1x2 −1x3 −1x4 +1x6 = 4
2x1 −1x2 −2x3 +1x5 = 1
−1x1 +2x2 +3x3 +1x7 = 5

∀i xi > 0

Przechodzimy do rozwiązania metodą sympleks

Krok I Tablica początkowa metody sympleks

−2 1 −2 0 0 w w
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
1 P6 w 4 1 1 −1 −1 0 1 0
2 P5 0 1 2 −1 −2 0 1 0 0
3 P7 w 5 −1 2 3 0 0 0 1

4 zj − cj 0 2 −1 2 0 0 0 0
5 9 0 3 2 −1 0 0 0

Krok II Kolejna tablica sympleks wygląda następująco

−2 1 −2 0 0 w
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6

1 P6 w 3
2

3
2 0 − 52 −1 0 1

2 P5 0 7
2

3
2 0 − 12 0 1 0

3 P2 1 5
2 − 12 1 3

2 0 0 0

4 zj − cj 5
2

3
2 0 7

2 0 0 0
5 3

2
3
2 0 − 52 −1 0 0

Krok III Kolejna tablica sympleks wygląda następująco

−2 1 −2 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P1 −2 1 1 0 − 53 − 23 0
2 P5 0 2 0 0 2 1 1
3 P2 1 3 0 1 2

3 − 13 0

4 zj − cj 1 0 0 6 1 0

Krok IV Kolejna tablica sympleks wygląda następująco

−2 1 −2 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P1 −2 8

3 1 0 0 1
6

5
6

2 P3 −2 1 0 0 1 1
2

1
2

3 P2 1 7
3 0 1 0 − 23 − 13

4 zj − cj −5 0 0 0 −2 −3

STOP – Znaleziono rozwiązanie optymalne

Odpowiedź
Rozwiązaniem zadania jest punkt x̂ =

[ 8
3

7
3 1
]T
. Natomiast optymalna wartość funkcji celu to cT x̂ = 5.
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warunki Kuhna-Tuckera są jednocześnie warunkami wystarczającymi optymalności.
Ponieważ dokładne narysowanie poziomic funkcji celu jest dość długie rachunkowo (ale nie niemożliwe!),

należy rozwiązać to zadanie wyłącznie analitycznie. Z rysunku 8.1 widać, że tylko niektóre punkty muszą być
przeanalizowane w trakcie rozwiązywania układu równań powstałego z warunków Kuhna Tuckera, a więc tylko
nieliczne przypadki muszą być rozpatrzone.
Zapiszmy funkcję Lagrange’a dla tego zadania

L(x, λ) = 4x21 + 5x
2
2 − 6x1x2 + 25x1 − 40x2 + λ1 (x1 + x2 − 1) + λ2

(
8x21 + x

2
2 − 2
)
− λ3x1 − λ4x2

Zapiszmy warunki Kuhna-Tuckera dla zadania

∂L

∂x1
= 8x1 − 6x2 + 25 + λ1 + 16λ2x1 − λ3 = 0 (8.28)

∂L

∂x2
= 10x2 − 6x1 − 40 + λ1 + 2λ2x2 − λ4 = 0 (8.29)

λ1(x1 + x2 − 1) = 0 (8.30)

λ2
(
8x21 + x

2
2 − 2
)
= 0 (8.31)

λ3(−x1) = 0 (8.32)

λ4(−x2) = 0 (8.33)

g1(x) = x1 + x2 − 1 6 0 (8.34)

g2(x) = 8x21 + x
2
2 − 2 6 0 (8.35)

g3(x) = −x1 6 0 (8.36)

g4(x) = −x2 6 0 (8.37)

λ1, λ2, λ3, λ4 > 0 (8.38)

Rozważmy teraz kolejne przypadki możliwych wartości mnożników λi i rozwiązując układ równań (8.28)-(8.33)
(jest to tylko pewien podzbiór równań wynikających z warunków K-T!). Uwaga! Kolejność jest nieprzypadkowa
(uzasadnienie w tekście)

1. λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0.
Ponieważ warunki (8.30)-(8.33) są spełnione, pozostaje rozwiązać układ równań złożony z (8.28) oraz
(8.29) czyli

8x1 − 6x2 = −25
−6x1 + 10x2 = 40

co daje punkt

x =
[
− 422
85
22

]
który jednakże nie spełnia warunków Kuhna-Tuckera, gdyż jest sprzeczny np. z (8.36). Daje nam to
jednak informację, gdzie znajduje się minimum funkcji bez ograniczeń. Dlatego kolejne rozpatrywane
przypadki powinny weryfikować istnienie punktu optymalnego na którymś z ograniczeń będącym jak
najbliżej znalezionego minimum bez ograniczeń (jest to rozumowanie heurystyczne, jednakże dla prostych
przypadków sprawdzające się bardzo dobrze).

2. λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 > 0, λ4 = 0.
Ponownie widać, że równania (8.31) oraz (8.33) są spełnione automatycznie. Pozostaje rozwiązać nastę-
pujący układ równań

8x1 − 6x2 + λ1 − λ3 = −25
−6x1 + 10x2 + λ1 = 40

x1 + x2 − 1 = 0
−x1 = 0

Łatwo otrzymujemy, że x1 = 0. Stąd x2 = 1. Pozostaje rozwiązać

−6 + λ1 − λ3 = −25
10 + λ1 = 40
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Przykład3.5.3.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

min
xi
z=2x1−3x2+0x3

przyograniczeniach:

2x1−1x2−1x3>3
1x1−1x2+1x3>2

∀ixi>0

Rozwiązanie
Sprowadzamyzadaniedopostacistandardowejiotrzymujemy

min
xi
z=2x1−3x2+0x3+0x4+0x5

przyograniczeniach:

2x1−1x2−1x3−1x4=3
1x1−1x2+1x3−1x5=2

∀ixi>0

Pododaniuzmiennychsztucznychotrzymujemy

min
xi
z=2x1−3x2+0x3+0x4+0x5+wx6+wx7

przyograniczeniach:

2x1−1x2−1x3−1x4+1x6=3
1x1−1x2+1x3−1x5+1x7=2

∀ixi>0

Przechodzimydorozwiązaniametodąsympleks

KrokITablicapoczątkowametodysympleks

2−3000ww
iBazacP0P1P2P3P4P5P6P7
1P6w32−1−1−1010
2P7w21−110−101

3zj−cj0−2300000
453−20−1−100

KrokIIKolejnatablicasymplekswyglądanastępująco

2−3000w
iBazacP0P1P2P3P4P5P7
1P123

21−1
2−1

2−1
200

2P7w1
20−1

2
3
2

1
2−11

3zj−cj302−1−100
41

20−1
2

3
2

1
2−10

KrokIIIKolejnatablicasymplekswyglądanastępująco
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Rozwiązanie
Sprowadzamyzadaniedopostacistandardowejotrzymując

min
x1,x2
f(x)=4x2

1+5x2
2−6x1x2+25x1−40x2

przyograniczeniach:

g1(x)=x1+x2−160
g2(x)=8x2

1+x2
2−260

g3(x)=−x160
g4(x)=−x260

Możemysprawdzić,czyzadanafunkcjajestwypukła.Wtymceluprzedstawiamyjąwpostaciformykwadra-
towej

f(x)=x
T[4−3
−35

]x+[25−40]x
orazzweryfikujmy,czymacierz

Q=[q11q12
q21q22

]=[4−3
−35

]
jestdodatniookreślona,coumożliwizastosowanietwierdzenia8.3.Abysprawdzićdodatniąokreślonośćobli-
czymywszystkieminorygłównetejmacierzy(twierdzenie8.4)

1.Pierwszyminorgłównyq11=4>0,

2.Drugiminorgłówny∣∣∣∣4−3
−35

∣∣∣∣=4·5−(−3)(−3)=20−9=11>0

Awięcfunkcjacelujestfunkcjąwypukłą.
Obszarrozwiązańdopuszczalnychprzedstawionyzostałnarysunku8.1Jakwidaćjestonwypukły,awięc

1

x

x2

1 1 0,5

Rysunek8.1:Obszarrozwiązańdopuszczalnychdlaprzykładu8.2.2
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2 −3 0 0 0
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5
1 P1 2 5

3 1 − 23 0 − 13 − 13
2 P3 0 1

3 0 − 13 1 1
3 − 23

3 zj − cj 10
3 0 5

3 0 − 23 − 23

STOP – Zadanie ma nieograniczone rozwiązanie optymalne

Przykład 3.5.4.
Rozwiązać następujące zagadnienie programowania liniowego

max
xi
z = 3x1 + 2x2

przy ograniczeniach:

2x1 +1x2 6 2
−1x1 −1x2 6 −3
−1x1 +1x2 6 0

∀i xi > 0

Rozwiązanie
Sprowadzamy zadanie do postaci standardowej i otrzymujemy

min
xi
z = −3x1 − 2x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5

przy ograniczeniach:

2x1 +1x2 +1x3 = 2
1x1 +1x2 −1x4 = 3
−1x1 +1x2 +1x5 = 0

∀i xi > 0

Po dodaniu zmiennych sztucznych otrzymujemy

min
xi
z = −3x1 − 2x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 + wx6

przy ograniczeniach:

2x1 +1x2 +1x3 = 2
1x1 +1x2 −1x4 +1x6 = 3
−1x1 +1x2 +1x5 = 0

∀i xi > 0

Przechodzimy do rozwiązania metodą sympleks

Krok I Tablica początkowa metody sympleks

−3 −2 0 0 0 w
i Baza c P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6
1 P3 0 2 2 1 1 0 0 0
2 P6 w 3 1 1 0 −1 0 1
3 P5 0 0 −1 1 0 0 1 0

4 zj − cj 0 3 2 0 0 0 0
5 3 1 1 0 −1 0 0

Krok II Kolejna tablica sympleks wygląda następująco
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Równania wynikające z warunków Kuhna-Tuckera są następujące

∂L

∂x1
= −30 + 2x1 + 3 + λ1 = 0 (8.22)

∂L

∂x2
= −50 + 4x2 + 5 + λ1 = 0 (8.23)

∂L

∂x3
= 10− λ1 + λ2 = 0 (8.24)

λ1(−x1 − x2 + x3) = 0 (8.25)

λ2(x3 − 17.25) = 0 (8.26)

λ1, λ2 > 0 (8.27)

W zadaniach tego typu należy rozważyć wszystkie przypadki, dla których dane ograniczenie jest spełnione
równościowo (wtedy λi > 0) lub nierównościowo. Do rozpatrzenia jest 2m przypadków (każda λi = 0 bądź
λi > 0).
W omawianym przykładze są cztery przypadki i dla każdego z nich rozwiążemy układ równań (8.22) -

(8.27).

1. λ1 = λ2 = 0
Łatwo widać, że dochodzimy do sprzeczności, ponieważ równanie (8.24) nie jest spełnione dla λ1 = λ2 = 0.

2. λ1 = 0, λ2 > 0
Ponownie widać, że równanie (8.24) po wstwieniu λ1 = 0 przekształca się do λ2 = −10, co znów jest
sprzeczne np. z (8.27).

3. λ1 > 0, λ2 = 0
Z równania (8.24) otzrymujemy, że λ1 = 10. Stąd szybko rozwiązując pozostałe równania otrzymujemy
punkt

x =

 8.58.75
17.25


który jest jednocześnie punktem optymalnym i rozwiązaniem zadania, ponieważ spełnia warunki dosta-
teczne optymalności (funkcja celu jest wypukła).

W powyższym zadaniu nie analizujemy już przypadku λ1 > 0, λ2 = 0, gdyż znaleźliśmy rozwiązanie optymalne,
korzystając z warunków dostatecznych. Gdyby warunki dostateczne nie były spełnione, konieczne byłoby
znalezienie wszystkich punktów spełniających warunki Kuhna-Tuckera (minima lokalne) i wybranie spośród
nich tego, dla którego wartość funkcji celu jest najmniejsza (minimum globalne, punkt optymalny).

Odpowiedź
Monopolista powinien kupić 17.25 litra chemikaliów i przetworzyć je na 8.5kg produktu A oraz 8.75kg produktu
B.

Przykład 8.2.2.
Rozwiązać następujące zagadnienie programowania nieliniowego

min
x1,x2
f(x) = 4x21 + 5x

2
2 − 6x1x2 + 25x1 − 40x2

przy ograniczeniach:

x1 + x2 6 1
8x21 + x

2
2 6 2
x1 > 0
x2 > 0
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−3−2000w
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1
2000
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2−1
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3P50103
2

1
2010

4zj−cj−301
2−3

2000
5201

2−1
2−100

KrokIIIKolejnatablicasymplekswyglądanastępująco

−3−2000w
iBazacP0P1P2P3P4P5P6
1P1−32

3101
30−1

30
2P6w5

300−2
3−1−1

31
3P2−22

3011
302

30

4zj−cj−10
300−5

30−1
30

55
300−2

3−1−1
30

STOP–Zadaniejestsprzeczne,ponieważwrozwiązaniuoptymalnymwbaziewystępujązmiennesztucz-
nejbazy

3.6Zadaniadosamodzielnegorozwiązania

Zadanie3.1.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

max
xi
z=5x1−1x2+3x3−10x4+7x5

przyograniczeniach:

3x1−1x2−1x3=4
1x1−1x2+1x3+1x4=1
2x1+1x2+2x3+1x5=7

∀ixi>0

Zadanie3.2.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowegometodąsympleks

min
xi
z=−1x1+2x2

przyograniczeniach:

5x1+2x263
1x1+1x2>1
−3x1+1x263
−3x1−3x262

∀ixi>0

Zadanie3.3.
Rozwiązaćnastępującezagadnienieprogramowanialiniowego

max
xi
z=1x1−1x2+1x3−3x4+1x5−1x6−3x7
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Twierdzenie8.3.Niechdanabędziefunkcjaf:R
n
→Rpoprzezformękwadratowąpostaci

f(x)=x
T
Qx+Rx(8.17)

gdziex∈R
n
jestwektorem,natomiastQ∈R

n×norazR∈R1×npewnymimacierzami,tofunkcjafjest
funkcjąwypukłąwtedyitylkowtedy,gdymacierzQjestdodatniookreślona.

Twierdzenie8.4.NiechdanabędziemacierzkwadratowaQ∈R
n×n.Następującewarunkisąrównoważne

1.MacierzQjestdodatniookreślona,

2.Dlakażdegowektorad∈R
n
zachodzi

d
T
Qd>0

3.WszystkiewartościwłasnemacierzyQmająnieujemneczęścirzeczywiste,

4.WszystkieminorygłównemacierzyQsąnieujemne,

InnapostaćwarunkówoptymalnościzapisanychzużyciemfunkcjiLagrange’a

∂L

∂xi

∣∣∣∣
(x̂,λ̂)

=0i=1,...,m(8.18)

λ̂igi(x̂)=0i=1,...,m(8.19)
∂L

∂λi

∣∣∣∣
(x̂,λ̂)

60⇐⇒gi(x̂)60i=1,...,m(8.20)

λ̂i>0i=1,...,m(8.21)

Przykład8.2.1.
Monopolistamożezakupićdo17.25litrachemikaliówza10$/litr.Zacenę$3/litrmożeprzerobićtechemikalia
na1kgproduktuA,aza$5/litrmożeprzerobićjena1kgproduktuB.Jeśliwyprodukujex1kgproduktuA,
tosprzedajezacenę$30−x1zakilogram.Ajeśliwyprodukujex2kgproduktuB,tosprzedagozacenę
$50−2x2zakilogram.Jakmonopolistamożezmaksymalizowaćzysk?

Rozwiązanie
Niechx3oznaczailośćzakupionychchemikaliów(zakładamy,żeniewszystkiekupionechemikaliamusząbyć
przetworzonenaprodukty!).Funkcjazyskubędziewyglądaćnastępująco

max
x1,x2,x3

f(x)=x1(30−x1)+x2(50−x2)−3x1−5x2−10x3

przyoczywistymograniczeniunailośćzakupionychchemikaliów

x3617.25

orazilościprzetworzonychchemikaliów,którabyćmusibyćmniejszaniżilośćkupionychchemikaliów

x1+x26x3

PoprzekształceniudopostacistandardowejotrzymujemynastępującąpostaćZPN

min
x1,x2,x3

f(x)=−x1(30−x1)−x2(50−x2)+3x1+5x2+10x3

przyograniczeniach:

g1(x)=x1+x2−x360
g2(x)=x3−17.2560

UtwórzmyfunkcjęLagrange’adlazadania

L(x,λ)=−x1(30−x1)−x2(50−x2)+3x1+5x2+10x3+λ1(x1+x2−x3)+λ2(x3−17.25)
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przy ograniczeniach:

+3x3 +1x5 +1x6 = 6
+1x2 +2x3 −1x4 = 10

−1x1 +1x6 = 0
+1x3 +1x6 +1x7 = 6

∀i xi > 0

Zadanie 3.4.
Rozwiązać następujące zagadnienie programowania liniowego

max
xi
z = 3x1 − 1x2

przy ograniczeniach:

2x1 +1x2 > 2
1x1 +3x2 6 3

+1x2 6 4

∀i xi > 0
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2. funkcja f jest funkcją pseudowypukłą, ograniczenia gi są zaś funkcjami quasi-qypukłymi,

3. w x̂ ∈ X0 spełnione są warunki Kuhna-Tuckera (8.3) i (8.4),

to punkt x̂ jest rozwiązaniem optymalnym zadania programowania nieliniowego.

Definicja 8.1. Funkcją Lagrange’a Zadania Programowania Nieliniowego nazywamy skalarną funckję

L(x, λ) = f(x) + 〈λ, g(x)〉 = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x) (8.6)

gdzie λ ∈ Rm jest wektorem mnożników Lagrange’a.

Lemat 8.1 (Farkasa). Niech będzie dany w Rn zbiór n-wymiarowych wektorów
{
b, ai, i = 1, . . . ,m

}
. Nierów-

ność
〈b, x〉 > 0 (8.7)

zachodzi dla każdego x ∈ R, spełniającego 〈
−ai, x

〉
> 0 (8.8)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje λ = [λ1, . . . , λm]
T > 0 taki, że

b+
m∑
i=1

λia
i = 0 (8.9)

Dowód. (za [1]) Załóżmy najpierw, że (8.9) zachodzi. Mnożąc (8.9) przez x (mnożenie w sensie iloczynu ska-
larnego) i korzystając z rozdzielności iloczynu skalaranego względem dodawania, dostajemy

〈b, x〉+
m∑
i=1

〈
λia
i, x
〉
= 0 (8.10)

Ponownie korzystając z własności iloczynu skalarnego (o wyciąganiu wartości stałej przed iloczyn skalarny) i
przenosząc na drugą stronę równania, otrzymujemy

〈b, x〉 =
m∑
i=1

λi
〈
−ai, x

〉
(8.11)

skąd dla każdego x spełniającego (8.8) otrzymujemy wprost

〈b, x〉 > 0 (8.12)

Dowód w drugą stronę. Załóżmy teraz, że obowiązują (8.7) i (8.8). Niech dany będzie wielościenny sto-
żek wypukły C wygenerowany przez zbiór wektorów −a1,−a2, . . . ,−am. Zauważmy, że stożek taki będzie
domknięty. Utwórzmy stożek sprzężony (dualny) S(C) ze stożkiem C, a mianowicie:

S(C) =
{
x :
〈
−ai, x

〉
> 0, i = 1, . . . ,m

}
(8.13)

Z założenia wynika, że b ∈ S(S(C)), tzn wektor b zawarty jet w stożku dualnym o S(C). Można wykazać, że
jeśli C ⊂ Rn jest domkniętym stożkiem wypukłym, to

S(S(C)) = C (8.14)

Korzystając z tej właściwości otrzymujemy
b ∈ C (8.15)

a ponieważ dowolny element stożka C może być zapisany w postaci:

m∑
i=1

λi(−ai), dla λi > 0, i = 1, . . . ,m (8.16)

to tym samym wykazaliśmy słuszność (8.9), co kończy dowód.
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Ćwiczenia4

Zagadnieniedualneprogramowania
liniowego

Każdemuzagadnieniuprogramowanialiniowegoodpowiadazagadnienieoptymalizacjizwanezagadnieniem
dualnym.Wyjściowezagadnienienazywamyzagadnieniempierwotnym.Optymalnerozwiązaniejednegoznich
zawierainformacjęooptymalnymrozwiązaniudrugiego.
Zagadnieniadualnewykorzystujesięwpraktycedo:

1.Uproszczeniaobliczeń

2.Obliczeniawrażliwościrozwiązanianaograniczenia

Twierdzenie4.1.Zagadnieniedualnedozagadnieniadualnegojestzadaniempierwotnym.

Powyższetwierdzeniepozwalatraktowaćkażdezadaniejakopierwotnelubdualne(itworzyćzadaniedualne
lubpierwotnedlaniego).
Wartozauważyć,żeobazagadnieniasąrozwiązywanewinnychprzestrzeniach.Dlategoteżzmien-

newjednymztychzagadnieńniemają(bezpośredniego)przełożenianazmiennerozwiązaniadrugiego(w
szczególnościwtypowymprzypadkuliczbazmiennychjestróżnadlaobuzadań).

4.1Niesymetrycznezagadnieniadualne

Niesymetrycznezagadnieniadualneodnosząsiędozagadnieńpierwotnych,wktórychwystępująograniczenia
równościowe(przy„standardowych”ograniczeniachnanieujemnośćzmiennych).
Zachodzinastępującywzór

ZagadnieniePierwotne

min
x∈Rnc

T
x

Ax=b

x>0

ZagadnienieDualne

max
w∈Rmb

T
w

A
T
w6c

Niemaograniczeniaw>0

Przykład4.1.1.
Zapisaćzagadnieniepierwotnedlanastępującegozagadnieniadualnego

max
w∈R3w1+3w2+3w3

7w1+3w2−4w362
2w1−2w2+w364

Rozwiązanie
Mamywtymprzykładzienastępującedane(dlazagadnieniadualnego)

b
T
=[133],c=[2

4

],A
T
=[73−4
2−21

]
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Ćwiczenia8

Programowanienieliniowe-Warunki
Kuhna-Tuckera

1

8.1PostaćstandardowaZagadnieniaProgramowaniaNieliniowego

Podobnie,jaktomiałomiejscewprzypadkuzadańprogramowanialiniowego,równieżdlazagadnieńprogra-
mowanianieliniowego(zograniczeniaminierównościowymi)wprowadzasiępostaćstandardowązadania,do
którejkażdezagadnieniemożebyćsprowadzone.
StandardowapostaćZagadnieniaProgramowaniaNieliniowegojestnastępująca

min
x∈Rnf(x)(8.1)

przyograniczeniach

gi(x)60,i=1,...,m(8.2)

gdzieforazgisąpewnyminieliniowymifunkcjami.

8.2WarunkikonieczneoptymalnościZPN

Twierdzenie8.1.JeśliwZagadnieniuProgramowaniaNieliniowego

1.funkcjefigisąróżniczkowalne,

2.x̂jestlokalnymminimumtegozadania,

toistniejeλ̂>0,dimλ̂=m,takie,że

∇f(x̂)+
m∑
i=1

λ̂i∇gi(x̂)=0(8.3)

λ̂igi(x̂)=0,i=1,...,m(8.4)

wtedyitylkowtedy,gdy
D2(x̂)=∅(8.5)

Twierdzenie8.2.JeśliwZagadnieniuProgramowaniaNieliniowego

1.funkcjefigisąróżniczkowalne

1Ćwiczeniadouzupełnienia
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Ponieważ w przykładzie nie występują ograniczenia na nieujemność zmiennych, korzystamy ze wzoru dla
niesymetrycznych zagadnień dualnych i otrzymujemy dane dla zagadnienia pierwotnego

b =

 13
3

 , cT = [2 4] , A =

 7 2
3 −2
−4 1


A więc zagadnieniem pierwotnym dla omawianego zagadnienia jest

min
x∈R2
2x1 + 4x2

przy ograniczeniach:

7x1 2x2 = 1
3x1 −2x2 = 3
−4x1 1x2 = 3

∀i xi > 0

Przykład 4.1.2.
Zapisać zagadnienie dualne do następującego zagadnienia pierwotnego

max
w∈R3
w1 + 3w2 + 3w3

7w1 +3w2 −4w3 6 2
2w1 −2w2 +w3 6 4

Rozwiązanie
Warto zauważyć, że jest to inaczej sformułowane zadanie poprzednie i rozwiązanie jest identyczne. Korzystamy
tylko z twierdzenia 4.1.

4.2 Symetryczne zagadnienia dualne

Symetryczne zagadnienia dualne można skonstruować dla zagadnień pierwotnych z ograniczeniami wyłącznie
nierównościowymi wraz ze standardowymi ograniczeniami na nieujemność zmiennych.
Zachodzi następujący wzór

Zagadnienie Pierwotne

min
x∈Rn
cTx

Ax > b

x > 0

Zagadnienie Dualne

max
w∈Rm

bTw

ATw 6 c

w > 0

Przykład 4.2.1.
Zapisać zagadnienie dualne do następującego zagadnienia pierwotnego

min
x∈R2
x1 + 2x2

3x1 +2x2 > 1
2x1 −2x2 > −3
−4x1 1x2 > −1

∀i xi > 0

Rozwiązanie
Jak widać w zadaniu występują wyłącznie ograniczenia nierównościowe i ograniczenia na nieujemność zmien-
nych, dlatego stosujemy wzór dla symetrycznych zagadnień dualnych. Mamy następujące dane:

b =

 1
−3
−1

 , cT = [1 2] , A =

 3 2
2 −2
−4 1
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Korzystając z (7.31), powyższy związek możemy zapisać w postaci

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 α (7.33)

a zatem
λx1 + (1− λ)x2 ∈ Xα (7.34)

Oznacza to, że Xα jest wypukły.
Wynikanie ⇐=. Załóżmy, że Xα jest wypukły dla dowolnej liczby α. Niech x1, x2 ∈ Xα będą dowolnie

dobranymi punktami takimi, że
f(x1) 6 f(x2) (7.35)

Ustalmy
α = f(x2) (7.36)

Z założenia o wypukłości mamy
λx1 + (1− λ)x2 ∈ Xα (7.37)

Z równań (7.35) oraz (7.36) wynika, że

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 α = max
[
f(x1), f(x2)

]
(7.38)

co należało dowieść.
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Stosujemywzórdlazagadnieńsymetrycznych,awięcbędziemypotrzebowaćnastępującychdanych

b
T
=[1−3−1],c=[1

2

],A
T
=[32−4
2−21

]
iostatecznieotrzymujemyzagadnieniedualnepostaci

max
w∈R31w1−3w2−w3

3w1+2w2−4w361
2w1−2w2+w362

∀iwi>0

Przykład4.2.2.
Zapisaćzagadnieniepierwotnedlanastępującegozagadnieniadualnego

min
x∈R4x1+2x2−x3

3x1+2x2+3x34x4>−1
−2x1−4x2+2x3−3x463
x1>0

x2>0
x3>0

x4>0

Rozwiązanie
Widać,żewystępująjedynieograniczenianierównościowe,aponadto(zapisanewsposóbtrochęinnyodstan-
dardowego)występująograniczeniananieujemnośćzmiennych.Będziemystosowaćwzórdlaniesymetrycznych
zagadnień.Niestety,postaćzadanianiejestodpowiedniadostosowaniawzoru(niewszystkieograniczeniasą
jednakowegoznaku).Dodatkowozauważmy,żewfunkcjiceluzmiennax4występujeniejawniezewspółczyn-
nikiem0.
Należytozadanienajpierwprzekształcićdoodpowiedniejpostaci,anastępniezastosowaćwzórdla

symetrycznychzagadnieńdualnych.Dziękitwierdzeniu4.1możnaprzekształcićzadaniedodowolnejpostaci
podanejdlazagadnieńsymetrycznych(albopostacizadaniapierwotnego,czyliminiwszystkieograniczenia
>,bądźdopostacizadaniadualnego,czylimaxiwszystkieograniczeniatypu6).
Przekształćmyzadaniedopostacizadaniadualnegowystępującegowewzorzedlasymetrycznychzadań

dualnych(czylimaxiwszystkieograniczeniatypu6).Zamieniamyfunkcjęcelumnożącjąprzez−1aby
otrzymaćmaksymalizację.Podobniemnożymyprzez−1ograniczeniepierwszeabyotrzymaćograniczenie
typu6.Otrzymujemyzadanie

max
x∈R4−x1−2x2+x3

−3x1−2x2−3x3−4x461
−2x1−4x2+2x3−3x463

∀ixi>0

Stosujemywzórdlasymetrycznychzagadnieńdualnychiotrzymujemyszukanezadaniepostaci

min
w∈R2w1+3w2

−3w1−2w2>−1
−2w1−4w2>−2
−3w12w2>1
−4w1−3w2>0

∀iwi>0

Abyrozwiązaćtozadaniemetodąsympleksówtrzebajejeszczesprowadzićdopostacistandardowej(uwaga
naujemneliczbypoprawejstronie!).
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Lemat7.4.NiechX⊂R
n
będziezbioremwypukłym.Jeślifunkcjefi:X→R1,dlai=1,...,k,sąfunkcjami

wypukłymiorazjeśliwielkościskalarneαi>0dlai=1,...,k,tofunkcja

f(x)=
k∑
i=1

αifi(x)(7.21)

jestwypukła.

Dowód.Niechbędądowolniewybranex1,x2∈Xorazλ∈[0,1].ZZałożeniafunkcjefisąwypukłeoraz
αi>0,więc

f(λx1+(1−λ)x2)=
k∑
i=1

αifi(λx1+(1−λ)x2)6
k∑
i=1

αi[λfi(x1)+(1−λ)fi(x2)](7.22)

Zapisująctowinnejpostaci,mamy

f(λx1+(1−λ)x2)6λ
k∑
i=1

αifi(x1)+(1−λ)
k∑
i=1

fi(x2)=λf(x1)+(1−λ)f(x2)(7.23)

atooznacza,żefjestwypukła.

Lemat7.5.Niechfunkcjaf:X→R1,X⊂R
n
będziefunkcjąwypukłą,wówczasdladowolnegorzeczywistego

ustalonegoαzbiór
Xα={x:f(x)6α}(7.24)

jestwypukły.

Dowód.Niechx1,x2∈Xα,azatem

f(x1)6αorazf(x2)6α(7.25)

Zzałożeniafunkcjafjestwypukła,więcdlakażdegoλ∈[0,1]mamy

f(λx1+(1−λ)x2)6λf(x1)+(1−λ)f(x2)6λα+(1−λ)α=α(7.26)

Wynikastąd,żedladowolnychx1,x2∈Xα,punktx=λx1+(1−λ)x2∈Xα,awięczbiórXαjestwypukły.

Definicja7.1.Niechf:X→R1będziefunkcjąróżniczkowalnąorazniechX⊂R
n
będziezbioremwypukłym.

Funkcjęfnazywamypseudowypukłą,jeżelidladowolnychx,x0∈Xznierówności
〈∇f(x0),x−x0〉>0(7.27)

wynika,że
f(x)>f(x0)(7.28)

Definicja7.2.NiechX⊂R
n
będziezbioremwypukłym.Funckjęf:X→Rnazywamyquasi-wypukłą,jesli

dladowolnychx1,x2∈Xorazdlakażdegoλ∈[0,1]jestspełnionywarunek

f(λx1+(1−λ)x2)6max[f(x1),f(x2)](7.29)

Lemat7.6.NiechX⊂R
n
będziezbioremwypukłym.Funkcjaf:X→Rjestquasi-wypukławtedyitylko

wtedy,gdyzbiór
Xα={x:f(x)6α}(7.30)

hestwypukłydladowolnejrzeczywistejliczbyα.

Dowód.Wynikanie=⇒.Niechdlaustalonegoαbędądanedwapunktyx1,x2∈X,azatem

f(x1)6αorazf(x2)6α(7.31)

Załóżmy,żefunkcjafjestquasi-wypukła,awięc

f(λx1+(1−λ)x2)6max[f(x1),f(x2)]∀λ∈[0,1](7.32)
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4.3 Najważniejsze twierdzenia dotyczące zagadnień dualnych

Twierdzenie 4.2. Jeśli zagadnienie pierwotne posiada skończone rozwiązanie optymalne, to zagadnienie du-
alne również posiada skończone rozwiązanie optymalne i wartości celu w obu zagadnieniach w tym punkcie są
sobie równe, to jest

min
x∈Rn

cTx = max
w∈Rm

bTw (4.1)

Twierdzenie 4.3. Jeśli zagadnienie dualne nie posiada skończonego rozwiązania optymalnego, to odpowiada-
jące mu zadanie pierwotne nie ma rozwiązań dopuszczalnych.

Zauważmy, że może zaistnieć sytuacja, w której oba zadania są sprzeczne (teza twierdzenia jest implikacją,
a nie równoważnością).
Następujące twierdzenie wiąże rozwiązanie optymalne (o ile istnieje) zagadnienia dualnego z rozwiązaniem

optymalnym rozwiązania pierwotnego.

Twierdzenie 4.4 (Tylko dla zagadnień symetrycznych). Dla optymalnych rozwiązań dopuszczalnych układów
pierwotnego i dualnego, jeżeli tylko występuje ostra nierówność w k-tym ograniczeniu dowolnego układu (od-
powiednia zmienna dopełniająca jest ściśle dodatnia), to k-ta zmienna w jego układzie dualnym jest równa 0.
Jeśli k-ta zmienna jest ściśle dodatnia w dowolnym układzie, to k-te ograniczenie w jego układzie dualnym jest
spełnione równościowo.

Jeszcze raz warto zwrócić uwagę, że dzięki twierdzeniu 4.1 w powyższych twierdzeniach słowo pierwotne
można zamienić na dualne i odwrotnie (zamieniając oczywiście wszystkie słowa jednocześnie).

Przykład 4.3.1.
Rozwiązać następujące zagadnienie programowania liniowego

max
x∈R3

−14x1 − 8x2 − 16x3

2x1 +x2 +4x3 > 2
−2x1 −2x2 6 −3
x1 > 0

x2 > 0
x3 > 0

Rozwiązanie
Pokażemy, jak wykorzystując twierdzenie 4.4 można uprościć sobie obliczenia. Ponieważ w danym zadaniu
poszukujemy rozwiązania w przestrzeni R3 nie można stosować metody graficznej, jedynie metodę sympleksów.
Spróbujmy przekształcić zadanie do prostszej postaci. Użyjemy do tego wzoru dla symetrycznych zagadnień
dualnych (wszystkie ograniczenia są nierównościowe oraz są ograniczenia na nieujemność zmiennych). Mnożąc
przez −1 ograniczenie pierwsze otrzymujemy

max
x∈R3

−14x1 − 8x2 − 16x3

−2x1 −x2 −4x3 6 −2
−2x1 −2x2 6 −3

∀i xi > 0

Zapiszmy więc zadanie dualne do powyższego korzystając ze wzoru dla symetrycznych zagadnień dualnych.
Otrzymujemy

min
w∈R2

−2w1 − 3w2

−2w1 −2w2 > −14
−w1 −2w2 > −8
−4w1 > −16

∀i wi > 0
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Mnożąc (7.7) przez λ
1−λ oraz dodając do (7.8), otrzymujemy

λ

1− λ
f(x1) + f(x2) >

(
λ

1− λ
+ 1
)
f(x0) (7.9)

lub
λf(x1) + (1− λ)f(x2) > f(x0) (7.10)

Dla λ = 0 i λ = 1 powyższa nierówność jest automatycznie spełniona. Oznacza to, że f jest wypukła.

Lemat 7.3. Niech f : X → R1 ma ciągłe pochodne cząstkowe oraz niech X ⊂ Rn będzie zbiorem wypukłym.
Funkcja f jest wypukła wtedy i tylko wtedy, gdy jej hesjan A(x) jest dodatnio półokreślony dla każdego x ∈ X.

Dowód. Niech będa danedowolnie wybrane x0, x ∈ X. Oznaczmy h = x− x0. Poniewaz X jest wypukły, więc
x0+λh ∈ X dla każdego λ ∈ [0, 1]. Wynikanie⇐=. Załóżmy, że hesjan jest dodatnio półokreślony. Rozwijając
funckję f w szereg Taylora dla pewnego λ ∈ [0, 1] mamy

f(x) = f(x0)+ < ∇f(x0), h > +1
2
< h,A(x0 + λh)h > (7.11)

Z założenia o dodatniej półokreśloności macierzy A(y), dla każdego y ∈ X wynika, że trzeci wyraz w (7.11)
jest nieujemny, a zatem

f(x) > f(x0)+ < ∇f(x0), h >= f(x0)+ < ∇f(x0), x− x0 >, ∀x, x0 ∈ X. (7.12)

Korzystając z lematu 7.2 widzimy, że (7.12) jest spełnione tylko wtedy, gdy funkcja f jest wypukła.
Wynikanie =⇒ . Załóżmy, teraz, że funkcja f jest wypukła. Dowód niewprost. Prszyjmijmy, że istnieją

x0 ∈ X i h ∈ Rn takie, że 〈
h,A(x0)h

〉
< 0 (7.13)

Z ciągłości drugich pochodnych wynika, że funkcja

〈h,A(y)h〉 (7.14)

jest ciągła dla każdego y ∈ Y . Można zatem utworzyć kulę Bδ(x0) ⊂ X wokół x0 o prmieniu δ > 0 taką, że

〈h,A(y)h〉 < 0, ∀y ∈ Bδ(x0) (7.15)

Niech ε > 0 będzie tak dobrane, aby
x = (x0 + εh) ∈ Bδ(x0) (7.16)

Podstawiając h′ = εh oraz stosując rozwinięcie (7.11) mamy

f(x) + f(x0) +
〈
∇f(x0), h′

〉
+
1
2

〈
h′, A(x0 + λh′), h′

〉
(7.17)

dla pewnego λ ∈ [0, 1].
Zauważmy, że ||λh′|| = ||λεh|| = |λ|||εh|| 6 δ, a więc

x0 + λh′ ∈ Bδ(x0) (7.18)

Wynika stąd, że
1
2

〈
h′, A(x0 + λh′)h′

〉
=
1
2
ε2
〈
h.A(x0 + λh′)h

〉
< 0 (7.19)

a zatem
f(x) < f(x0) +

〈
∇f(x0), h′

〉
= f(x0) +

〈
∇f(x0), x− x0

〉
(7.20)

co jest sprzeczne z założeniem o wypukłości funkcji f (lemat 7.2). Wynika z tego, że jest funkcja f jest wypukła,
to macierz A(x) jest dodatnio półokreślona dla każdego x ∈ X.
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Otrzymaliśmywięczadanierozwiązywanejużnapoprzednichćwiczeniach.Powyższezadaniemożnarozwiązać
metodągraficzną.Optymalnerozwiązanieznajdujesięwpunkcie

ŵ=[4
2

]
Pozostajepytanie,jakznaleźćrozwiązaniezadaniawyjściowego.Dotegoceluużywamytwierdzenia4.4.
Najpierwnależysprawdzić,którezograniczeńzadaniadualnegosąaktywne(spełnionerównościowo)w

punkcieoptymalnym.Spełnionerównościowosąograniczeniadrugieoraztrzecie.Napodstawietwierdzenia4.4
możemywięcstwierdzić,żewzadaniupierwotnymdrugaitrzeciazmienna(x2orazx3)będąściśledodatnie,
azmiennapierwsza(x1)będzierównazeru.
Ponieważzmienneobiezmiennezadaniadualnego(w1orazw2)sąściśledodatnie,awięcobaograniczenia

wzadaniapierwotnegowpunkcieoptymalnymsąspełnionerównościowo.
Możnaterazobliczyćrozwiązanieoptymalnezadaniapierwotnegozprostegoukładurównań

x1=0
2x1+x2+4x3=2
2x1+2x2=3

Rozwiązanietegoukładujestnastępujące

x̂=

03
2
1
8


jestjednocześnierozwiązaniemzadaniawyjściowego.

4.4Interpretacjarozwiązaniazadaniadualnego

Wzadaniudualnymliczbazmiennychjestdokładnierównaliczbieograniczeńwzadaniupierwotnym.Możnasię
domyślać,żezmiennedualnesąwpewiensposóbpowiązanezograniczeniamizadaniapierwotnego.Wyrazem
tegojesttwierdzenie4.4.Alerozwiązanieoptymalnezadaniadualnegomówicoświęcej.
Wartościposzczególnychzmiennychwoptymalnymrozwiązaniuzadaniadualnegomówiąotym,jakzmie-

nisięwartośćfunkcjiceluzadaniapierwotnego,jeślizmienimy(nieznacznie)prawąstronędanego
ograniczeniazadaniapierwotnego.Jesttowięcwyznaczeniewrażliwościrozwiązaniaoptymalnegona
ograniczenia.
Weźmydlaprzykładurozwiązaniepoprzedniegoprzykładu.Rozwiązanieoptymalnezadaniadualnegowy-

nosi

ŵ=[4
2

]
Rozwiązanietointerpretujesięnastępująco;
Jeślizmienimy(nieznacznie)prawąstronęograniczeniapierwszegooδ,towartośćfunkcjiceluwrozwią-

zaniuoptymalnymzadaniapierwotnegozmienisięo4δ.Jeślinatomiastzmienimyprawąstronęograniczenia
drugiegowzadaniupierwotnymoδ,towartośćfunkcjiceludlarozwiązaniaoptymalnegozadaniapierwotnego
zmienisięo2δ.Oczywiścieliczby4oraz2wziętezostałyzrozwiązaniaoptymalnegozadaniadualnego.
Zauważmy,żewartościzmiennychdualnychdlaograniczeńnieaktywnych(niespełnionychrównościowo)

musząmiećzmiennedualnerówne0,ponieważzmianategoograniczenianiepozwoliprzesunąćpunktuopty-
malnego(punkttennanimnieleżyiniejestono„kluczowe”).Wyrazemtegojestwłaśnietwierdzenie4.4.

Przykład4.4.1.
Oilezmienisięwartośćfunkcjiceludlarozwiązaniaoptymalnegonastępującegozagadnieniaprogramowania
liniowego

min
x∈R22x1+2x2

2x1+4x2>1
1x1+2x2>1
2x1+1x2>1

∀ixi>0
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Ćwiczenia7

Programowanienieliniowe-dowody
lematów

1

Lemat7.1.NiechX⊂R
n
będzieotwartymzbioremwypukłym.Załóżmy,żef:X→R1jestwypukła,

wówaczasfunkcjafjestciągła.

Lemat7.2.Niechf:X→RbędziefunkcjąróżniczkowalnąorazzbiórX⊂R
n
będziezbioremwypukłym.

Wówczasfunkcjafjestwypukławtedyitylkowtedy,gdy

∀x,x0∈Xf(x)>f(x0)+<∇f(x0),x−x0>(7.1)

gdzie∇f(x0)oznaczagradientfunkcjifwpunkciex0.Jeślipowyższanierównośćjestostradladowolnych
x,x0∈X,tofunkcjafjestściślewypukłaiodwrotnie.

Dowód.Wynikanie=⇒.Niechλ∈[0,1]orazh=x−x0.PonieważXjestwypukły,to

x0+λh=x0+λ(x−x0)=λx+(1−λ)x0∈X(7.2)

Korzystajączwypukłościfunkcjif

f(x0+λh)=f(λx+(1−λ)x0)6λf(x)+(1−λ)f(x0)(7.3)

odejmującodobustronwyrażenieλ<∇f(x0),h>idzielącobiestronyrównania(7.3)przezλorazprzenosząc
jedenwyraznadrugąstronęotrzymujemy

f(x0+λh)−f(x0)−λ<∇f(x0),h>
λ

6f(x)−f(x0)−λ<∇f(x0),h>(7.4)

Zzałożeniafjestróżniczkowalna,więcgdyλ→0+,tolewastrona(7.4)dążydozera.Tysamymprawa
stronastajesięrównoważnadowodzonejzależności(7.1).
Wynikanie⇐=.Załóżmy,żenierówność(7.1)zachodzidladowolnychx0,x∈X.Niechx1,x2∈Xprzy

czymx16=x2orazniech0<λ<1.Podstawmy

x0=λx1+(1−λ)x2,h=x1−x0(7.5)

zatem

x2=x0−λ

1−λ
h(7.6)

leczz(7.1)mamy
f(x1)>f(x0)+<∇f(x0),h>(7.7)

oraz

f(x2)>f(x0)+<∇f(x0),h>−λ
1−λ

(7.8)

1Ćwiczeniadouzupełnienia
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jeśli prawa strona ograniczenia pierwszego zostanie zmieniona na 1.1? A o ile zmieni się wartość funkcji celu
rozwiązania optymalnego, jeśli prawa strona ograniczenia drugiego zostanie zmieniona na 0.9?

Rozwiązanie
Formułujemy dla tego zadania zagadnienie dualne, które ma postać

max
w∈R3

w1 + w2 + w3

2w1 +w2 +2w3 6 2
4w1 +2w2 +1w3 6 2

∀i wi > 0

Rozwiązaniem tego zadania jest wektor (można rozwiązać metodą sympleks jako ćwiczenie)

ŵ =

 02
3
2
3


Ponieważ w pierwszym przypadku zmieniamy prawą stronę ograniczenia pierwszego o δ1 = +0.1, a ograniczenia
drugiego o δ2 = −0.1, to:

• Wartość funkcji celu zagadnienia danego w zadaniu nie zmieni się wogóle przy zmianie prawej strony
ograniczenia pierwszego (ponieważ odpowiednia zmienna dualna dla tego ograniczenia jest równa 0, a
więc zmiana wartości funkcji celu wyniesie 0δ1 = 0.

• Wartość funkcji celu zagadnienia danego w zadaniu zmniejszy się o 230 , ponieważ
2
3δ2 = −

2
3
1
10 = −

2
30 .

4.5 Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 4.1.
Zapisać zagadnienie pierwotne dla następującego zagadnienia dualnego

max
w∈R4
w1 + 3w2 + 3w3 + w4

8w1 −15w2 −1w3 −4w4 > 3
7w1 +2w2 +3w3 +3w4 6 42
3w1 −3w3 +2w4 > −7

Zadanie 4.2.
Zapisać zagadnienie dualne dla następującego zagadnienia pierwotnego

max
x∈R3
7x1 + 3x2 + 3x3

−3x1 +3x2 +3x3 6 32
2x1 +2x2 −2x3 > −4

+4x2 −9x3 > −15

Zadanie 4.3.
Zapisać zagadnienie dualne dla następującego zagadnienia pierwotnego

max
w∈R3

−2w1 + 3w2

2w1 −1w2 −1w3 > 3
−1w1 +1w2 −1w3 6 −2
w1 > 0

w2 > 0
w3 > 0

Oba zadania rozwiązać metodą sympleksów lub graficzną.
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przy ograniczeniach

1
2
x1 + x2 6 4 (6.6)

−2x1 + x2 > −6 (6.7)

x1 + x2 6 α (6.8)

xi > 0, i = 1, 2 (6.9)

gdzie α > 0 jest pewnym parametrem. Dla jakich wartości parametru α zagadnienie to posiada co najmniej
jedno zdegenerowane rozwiązanie bazowe (niekoniecznie optymalne)? Podaj uzyskane rozwiązania zdegenero-
wane.

Zadanie 6.4.
Dane jest następujące Zagadnienie Programowania Liniowego

max f(x) = 2x1 + 3x2 (6.10)

przy ograniczeniach

1
2
x1 + x2 6 4 (6.11)

−2x1 + x2 > −6 (6.12)

−x1 + x2 6 4 (6.13)

xi > 0, i = 1, 2 (6.14)

Należy to zadanie rozwiązać (uwaga! Występuje nieoptymalne zdegenerowane rozwiązanie bazowe).

Zadanie 6.5.
Rozwiązać następujące zagadnienie optymalizacyjne (przekształcić do zagadnienia programowania liniowego i
rozwiązać metodą sympleksów)

max f(x) = −1
2
x1 + x2 (6.15)

przy ograniczeniach

x2 6 5 (6.16)

−2x1 + x2 6 3 (6.17)

|x1 − 2| 6 x2 (6.18)

xi > 0, i = 1, 2 (6.19)
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Zadanie4.4.
Wykorzystującrozwiązaniezadaniadualnego(rozwiązaćjemetodąsympleksów)znaleźćrozwiązanienastępu-
jącegozadaniaprogramowanialiniowego

max
w∈R32w1+4w2

3w1+2w266
1w1−1w2>−1
−1w1−2w2>1

∀iwi>0

Zadanie4.5.
Wykorzystującrozwiązaniezadaniadualnego(rozwiązaćjemetodąsympleksów)znaleźćrozwiązanienastępu-
jącegozadaniaprogramowanialiniowego

max
x∈R22x1+3x2

2x1+2x2612
1x1+2x268
2x168

∀iwi>0
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Ćwiczenia6

Kolokwium1

1

6.1Zadaniadosamodzielnegorozwiązania

Zadanie6.1.
Wytwórcameblichceokreślić,ilestołów,krzeseł,biureklubszafbibliotecznychpowinienprodukować,aby
optymalniewykorzystaćdostępneśrodki.Doprodukcjiwykorzystujesiędwatypydesek.Wytwórcaposiada
1500mpierwszegotypudeseki1000mdrugiego.Dysponujekapitałem860godzinroboczychnawykonanie
całejpracy.Przewidywanezapotrzebowaniepluspotwierdzonezamówieniawymagająwykonaniaconajmniej
40stołów,130krzeseł,30biurekiniewięcejniż10szafbibliotecznych.Każdystół,krzesło,biurkoiszafa
bibliotecznawymagaodpowiednio5,1,9i12mdesekpierwszegotypuoraz2,3,4i1mdesekdrugiegotypu.
Nawykonaniestołupotrzebnesątrzygodzinypracy,krzesła2godziny,biurka5godziniszafybibliotecznej10
godzin.Przysprzedażyjednegostołu,krzesła,biurkaiszafybibliotecznejwytwórcaosiągazyskodpowiednio
12dolarów,5dolarów,15dolarówi10dolarów.Sformułowaćirozwiązaćzagadnienieprogramowanialiniowego
-maksymalizacjizysku.

Zadanie6.2.
DanejestnastępująceZagadnienieProgramowaniaLiniowego

maxf(x)=
1
α
x1+

1
β
x2(6.1)

gdzieα,β∈Rorazα,β>0przyograniczeniach

1
2
x1+x264(6.2)

−2x1+x2>−6(6.3)

xi>0,i=1,2(6.4)

•Wykorzystującmetodęgraficznąrozwiązywaniazagadnieńprogramowanialiniowegowyznaczrozwiąza-
nieoptymalnedanegozagadnieniawzależnościodparametrówαorazβ.

•DlajakichwartościtychparametrówilośćrozwiązańZPLbędzienieskończona?

Zadanie6.3.
DanejestnastępująceZagadnienieProgramowaniaLiniowego

maxf(x)=
1
3
x1+x2(6.5)

1Ćwiczeniadouzupełnienia
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Ćwiczenia 5

Zagadnienie transportowe

Zagadnienie transportowe jest szczególnym przypadkiem zagadnienia programowania liniowego. Pozwala zna-
leźć optymalny rozkład przewozów pomiędzy ustaloną ilością magazynów a odbiorcami przy założeniu, że
znany jest koszt przewozu jednej jednostki towaru z danego magazynu do danego odbiorcy.

5.1 Sformułowanie matematyczne

Zagadnienie transportowe można sformułować następująco.
Z m magazynów, w których znajduje się a1, . . . , am jednostek identycznego towaru należy przesłać odpo-

wiednią ilość towaru do n odbiorców, których zapotrzebowanie wynosi a1, . . . , an. Koszty transportu mają być
jak najmniejsze przy założeniu, że koszt przesłania jednej jednostki towaru z i-tego magazynu do j-tego odbiorcy
wynosi cij .
Jeśli przez xij oznaczymy faktyczną ilość jednostek towaru przesyłanego od magazynu i-tego do odbiorcy

j-tego, to otrzymamy następujące sformułowanie zagadnienia transportowego

min
x∈Rm×n

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij (5.1)

przy ograniczeniach:

∀i = 1, 2, . . . ,m
n∑
j=1

xij = ai (5.2)

∀j = 1, 2, . . . , n
m∑
i=1

xij = bj (5.3)

xij > 0 (5.4)

Ponadto zakładamy, że
m∑
i=1

ai =
n∑
j=1

bj (5.5)

Zauważmy, że w powyższym zadaniu poszukiwane rozwiązanie jest macierzą a nie wektorem (jak to było
w rozważanych poprzednio zadaniach). Zadanie powyższe można sprowadzić do postaci zadań rozważanych po-
przednio poprzez wektoryzację macierzy X = xij (zapisanie zmiennych jako wektor przepisując jest wierszami
z macierzy) i odpowiednią modyfikację postaci ograniczeń.
Dla tego typu zadań opracowano efektywne algorytmy opierające się o rozwiązanie w postaci macierzy (nie

wektora).
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5.8 Zadania do samodzielnego rozwiązania

Zadanie 5.1.
Znaleźć optymalny rozkład produktów w zagadnieniu transportowym przy następujących danych

cij =


5 8 3 8 5
9 7 5 6 4
8 3 7 4 7
6 3 3 7 6


a1 = 5, a2 = 7, a3 = 2, a4 = 1

b1 = 3, b2 = 5, b3 = 2, b4 = 2, b5 = 3

Zadanie 5.2.
Znaleźć optymalny rozkład produktów w zagadnieniu transportowym przy następujących danych

cij =


6 4 5 8 8
4 2 6 7 1
5 6 2 5 6
3 8 4 6 1


a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7

b1 = 5, b2 = 7, b3 = 9, b4 = 3, b5 = 2

Zadanie 5.3.
Znaleźć optymalny rozkład produktów w zagadnieniu transportowym przy następujących danych

cij =


2 5 2 4 4
6 5 2 6 3
4 3 4 4 6
6 2 6 4 1


a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7

b1 = 2, b2 = 3, b3 = 2, b4 = 3, b5 = 2

Zadanie 5.4.
Znaleźć optymalny rozkład produktów w zagadnieniu transportowym przy następujących danych

cij =


3 4 4 5 3
1 2 6 6 5
6 5 7 2 8
6 6 7 7 3
8 4 7 5 6
5 1 4 5 4


a1 = 2, a2 = 5, a3 = 7, a4 = 3, a5 = 4, a6 = 3

b1 = 2, b2 = 5, b3 = 6, b4 = 8, b5 = 3
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5.2Zagadnienietransportoweazadaniacałkowitoliczbowe

Zagadnieniatransportowemająbardzoważnąwłaściwośćzpunktuwidzeniarozwiązaniaiwłasnościcałkowi-
toliczbowości.Mówiotymnastępującetwierdzenie.

Twierdzenie5.1.Jeśliwszystkiewspółczynnikizagadnieniatransportowegosąliczbamicałkowitymi,tj.

∀iai∈Z,∀jaj∈Z

tooptymalnerozwiązaniezagadnieniajestrównieżcałkowitoliczbowe,awięc

∀i,jx̂ij∈Z.

5.3Tablicazrozwiązaniem

Aktualnerozwiązaniezagadnieniatransportowegomożnaprzedstawićwpostacitablicy

x11x12...x1na1
x21x22...x2na2
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

xm1xm2...xmnam
b1b2...bn

gdziesumawwierszachiwkolumnachpowinnaodpowiedniowynosićailubbj(liczbazakreskami).

5.4Metodakątapółnocno-zachodniego

Metodtasłużydoznalezieniadopuszczalnegorozwiązaniapoczątkowegodlazagadnieniatransportowego.
Algorytmmetodyjestnastępujący

1.Podstawi=j=1

2.Wyznacz

xij=min



ai−∑

l<j

xil;bj−∑
k<i

xkj




(5.6)

3.Jeśli
ai−∑

l<j

xil>bj−∑
k<i

xkj

topodstawj=j+1.Wprzeciwnymprzypadkupodstawi=i+1.

4.Jeślii6morazj6ntowróćdokroku2

5.Podnieustalonexijpodstaw0

Przykład5.4.1.
Znaleźćrozwiązaniepoczątkowedlazagadnieniatransportowego,wktórymdanesąnastępującestanymaga-
zynówizapotrzebowania

a1=3,a2=4,a3=5,

b1=2,b2=2,b3=5,b4=3

Rozwiązanie
Używamyalgorytmukątapółnocno-zachodniegodoznalezieniarozwiązaniapoczątkowego

KrokIRysujemypustątablicępoczątkową
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20002
13307
00224
00011
3353

KrokIKolejnatablicawyglądanastępująco

ui\
vj

0610
322−4−3
213−θ3+θ−5
1−342−θ2+θ

006+θ11−θ

θ=1

KrokIIKolejnatablicawyglądanastępująco

ui\
vj

0610
322−4−3
212−θ4+θ−5
1−34+θ1−θ3
−6−61−5−6

θ=1

KrokIIIKolejnatablicawyglądanastępująco

ui\
vj

0614
32−θ2+θ−41
21+θ1−θ5−1
−3−71−43
−6−61−5−2

θ=1

KrokIVKolejnatablicawyglądanastępująco

ui\
vj

0412
311−4−1
22−25−3
−1−51−23
−4−41−3−2

Koniec–znalezionorozwiązanieoptymalne.

Odpowiedź
Optymalnyrozkładtowaruwdanymzagadnieniuprzedstawianastępującatablica

x̂ij=

1100
2050
0103


Natomiastkosztcałkowitytransportuwynosiĉ=35
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3
4
5

2 2 5 3

Krok II Wybieramy lewą górną wartość jako min{a1; b1} = 2 i wpisujemy ją do tablicy

2 3
4
5

2 2 5 3

Krok III Ponieważ w kolumnie pierwszej liczby sumują się do b1, to idziemy „w prawo” próbując zapełnić
wiersz. Otrzymujemy kolejną tablicę

2 1 3
4
5

2 2 5 3

Krok IV W kolejnym kroku idziemy „w dół” ponieważ wiersz pierwszy sumuje się już do b1. Otrzymu-
jemy

2 1 3
1 4

5
2 2 5 3

Krok V Kolumna druga jest zapełniona, więc idziemy „w prawo”. Otrzymujemy

2 1 3
1 3 4

5
2 2 5 3

Krok VI Ponieważ ponownie zapełnił się tym razem wiersz, to idziemy „w dół”. Otrzymujemy

2 1 3
1 3 4
2 5

2 2 5 3

Krok VII Zapełniona jest kolumna trzecia, można iść już tylko „w prawo”. Ostatnia tablica i zarazem
rozwiązanie początkowe wygląda następująco

2 1 3
1 3 4
2 3 5

2 2 5 3

Zauważmy, że wiersze sumują się do odpowiednich wartości ai, a kolumny do odpowiednich wartości bj . W
niewypełnionych miejscach.

Algorytm kąta północno-zachodniego znajduje coś więcej niż tylko rozwiązanie dopuszczalne - znajduje
dopuszczalne rozwiązanie bazowe, gdzie w bazie znajduje się zawsze n +m − 1 zmiennych - niektóre z nich
mogą być zerami!.
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ui\vj 0 2 −3 −1 −5
5 2 4 −θ 0 0 2 +θ

4 −2 0 6 −5 −1
5 4 5 +θ −1 8 2 −θ

θ = 2

Krok III Kolejna tablica wygląda następująco

ui\vj 0 2 −3 4 −5
5 2 2 −θ 0 5 +θ 4
4 −2 0 6 0 −1
0 −1 2 +θ −6 8 −θ −5

θ = 2

Krok IV Kolejna tablica wygląda następująco

ui\vj 0 −3 −3 −1 −5
5 2 −θ −5 0 2 +θ 4
4 −2 −5 6 −5 −1
5 4 +θ 4 −1 6 −θ 0

θ = 2

Krok V Kolejna tablica wygląda następująco

ui\vj 0 1 1 3 −1
1 −4 −5 0 4 4
0 −6 −5 6 −5 −1
1 2 4 −1 4 0

Koniec – znaleziono rozwiązanie optymalne.

Odpowiedź
Optymalny rozkład towaru w danym zagadnieniu przedstawia następująca tablica

x̂ij =

0 0 0 4 40 0 6 0 0
2 4 0 4 0


Natomiast koszt całkowity transportu wynosi ĉ = 48

Przykład 5.7.2.
Znaleźć optymalny rozkład produktów w zagadnieniu transportowym przy następujących danych

cij =

3 7 8 62 8 3 7
4 3 2 1


a1 = 2, a2 = 7, a3 = 4,

b1 = 3, b2 = 3, b3 = 5, b4 = 3

Rozwiązanie
Ponieważ w zadaniu

∑3
i=1 <

∑4
j=1 bj , to należy dodać jeden wiersz do zadania z

a4 =
4∑
j=1

bj −
3∑
i=1

ai = 1.

Mamy następujące dane

cij =


3 7 8 6
2 8 3 7
4 3 2 1
0 0 0 0


a1 = 2, a2 = 7, a3 = 4, a4 = 1

b1 = 3, b2 = 3, b3 = 5, b4 = 3

Metodą kąta północno-zachodniego otrzymujemy rozwiązanie początkowe
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Przykład5.4.2.
Znaleźćrozwiązaniepoczątkowedlazagadnieniatransportowego,wktórymdanesąnastępującestanymaga-
zynówizapotrzebowania

a1=4,a2=3,a3=7,

b1=1,b2=2,b3=4,b4=2,b5=5

Rozwiązanie
Używamyalgorytmukątapółnocno-zachodniegodoznalezieniarozwiązaniapoczątkowego.Kolejnetablice
wyglądająnastępująco

4
3
7

12425

14
3
7

12425

124
3
7

12425

1214
3
7

12425
1214

33
7

12425

Zauważmy,żewobecnejtablicyzarównodrugiwierszjakitrzeciakolumnasumująsiędozadanychograniczeń
a2orazb3.Przesuwamysięwtedy„wdół”wpisującwkolejnejpozycji0.

1214
33
07

12425

1214
33
027

12425

1214
33
0257

12425

Otrzymaliśmywięczdegenerowanerozwiązaniepoczątkowezm+n−1=7zmiennymibazowymi.Jestto
zdegenerowanerozwiązaniebazoweponieważprzynajmniejjednazezmiennychbazowychjestrówna0.

5.5Schematalgorytmurozwiązaniazagadnieniatransportowego

Wniniejszejsekcjizakładamy,żemamyjużznalezionepoczątkowedopuszczalnerozwiązaniebazowe.Nastę-
pującyschematalgorytmupozwalaznaleźćrozwiązanieoptymalne

1.Rozwiążnastępującyukładrównań(gdzieposzukiwanesąuiorazvj)

ui+vj=cij,dlai,jtakich,żexijjestbazowe(5.7)

przyzałożeniu,żev1=0.

2.Obliczmacierzc̄ijdanąwzorem
c̄ij=ui+vj−cij(5.8)

3.Wybierzi,j,dlaktóregoc̄ijjestnajwiększe

(k,l)=argmax
i=1,...,m
j=1,...,n

{c̄ij}(5.9)

4.Jeślic̄kl60toSTOP-znalezionerozwiązaniejestoptymalne,

5.Doxkldodajemyprzesyłθ,gdzieθjestmaksymalnąilością,jakąmożemydodaćprzyzachowaniuogra-
niczeńzadania.

6.Modyfikujemyzmiennexijdodająclubodejmującθ.Zbazywychodzizmienna,którapoodjęciuθzeruje
się.Jeśliwięcejniżjednazmiennasięzeruje,tozbazywychodzita,dlaktórejcijjestnajwiększe.

7.Powrótdokroku1
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x11x12...x1na1
x21x22...x2na2
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

xm1xm2...xmnam
xm+1,1xm+1,2...xm+1,n∑jbj−∑iai
b1b2...bn




c11c12...c1n
c21c22...c2n
..
.

..

.
..
.
..
.

cm1cm2...cmn
00...0





Poprzekształceniuobutablicdalejnależyzadanierozwiązywaćzgodniezopisywanymwcześniejalgoryt-
mem.

Przykład5.7.1.
Znaleźćoptymalnyrozkładproduktówwzagadnieniutransportowymprzynastępującychdanych

cij=

5724
6618
1234


a1=8,a2=6,a3=10

b1=2,b2=4,b3=6,b4=8

Rozwiązanie
Ponieważwzadaniu∑3i=1>∑4j=1bj,tonależydodaćjednąkolumnędozadaniaz

b5=
3∑
i=1

ai−
4∑
j=1

bj=4.

Mamynastępującedane

cij=

57240
66180
12340


a1=8,a2=6,a3=10

b1=2,b2=4,b3=6,b4=8,b5=4

Dalejpostępujemyzgodnieztypowymalgorytmem.Metodąkątapółnocno-zachodniegootrzymujemyrozwią-
zaniepoczątkowe

242008
004206
0006410
24684

KrokIKolejnatablicawyglądanastępująco

ui\
vj

02−340
5242−θ55+θ

4−204+θ2−θ4
0−10−66+θ4−θ

θ=2

KrokIIKolejnatablicawyglądanastępująco
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Przykład 5.5.1.
Rozwiąż zagadnie transportowe z następującymi danymi

cij =

2 1 6 73 3 2 8
5 5 5 2


a1 = 3, a2 = 4, a3 = 5,

b1 = 2, b2 = 2, b3 = 5, b4 = 3

Rozwiązanie
Metodą kąta północno-zachodniego znajdujemy początkowe bazowe rozwiązanie dopuszczalne, jest nim

2 1 3
1 3 4
2 3 5

2 2 5 3

Rozwiązujemy układ równań dany przez (5.7)

v1 = 0

u1 + v1 = 2

u1 + v2 = 1

u2 + v2 = 3

u2 + v3 = 2

u3 + v3 = 5

u3 + v4 = 2

Otrzymujemy rozwiązanie

u =

24
7

 , v =

0
−1
−2
−5


Obliczamy macierz c̄ij i otrzymujemy

c̄ij =

0 0 −6 −101 0 0 −9
2 1 0 0


Zauważmy, że dla zmiennych bazowych c̄ij = 0. Widać, że największe c̄ij jest dla (i, j) = (3, 1) Próbujemy
dodać do x31 liczbę θ, a od zmiennych bazowych odjąć lub dodać θ tak, by ograniczenia pozostały spełnione.
Otrzymujemy tablicę z rozwiązaniem

2−θ 1+θ 3
1−θ 3+θ 4

+θ 2−θ 3 5
2 2 5 3

Maksymalna θ jaką możemy dodać to θ = 1 ponieważ po jej odjęciu od x22 dostaniemy 0. Ta zmienna
również wyjdzie z bazy. Do bazy wejdzie natomiast x31. Otrzymujemy więc następujące bazowe rozwiązanie
dopuszczalne

1 2 3
4 4

1 1 3 5
2 2 5 3
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ui\vj 0 −4 −1 2
7 2 −θ 1 2 6 +θ

2 −5 −4 4 −2
3 0 +θ −2 1 6 −θ

θ = 2

Krok III Kolejna tablica wygląda następująco

ui\vj 0 2 −1 2
1 −6 1 −θ −4 2 +θ

2 −5 2 4 −2
3 2 4 +θ 1 4 −θ

θ = 1

Krok IV Kolejna tablica wygląda następująco

ui\vj 0 −2 −1 2
1 −6 −4 −4 3
2 −5 −2 4 −2
3 2 1 1 3

Koniec – znaleziono rozwiązanie optymalne.

Odpowiedź
Optymalny rozkład towaru w danym zagadnieniu przedstawia następująca tablica

x̂ij =

0 0 0 30 0 4 0
2 1 1 3


Natomiast koszt całkowity transportu wynosi ĉ = 37

5.7 Postępowanie w przypadkach gdy zapotrzebowanie jest różne
od stanu w magazynach

Do tej pory zakładaliśmy, że zachodzi
m∑
i=1

ai =
n∑
j=1

bj . (5.10)

Jeśli powyższy warunek nie jest spełniony w danym zadaniu, to należy dodać albo jedną kolumnę albo jeden
wiersz w danych zadania z kosztem transportu równym 0 i odpowiednim zapotrzebowaniem bądź stanem
magazynu.
Jeśli zachodzi summi=1ai > sum

n
j=1bj to należy zadanie rozszerzyć o jedną kolumnę. Wtedy tablica zmien-

nych i tablica kosztów wyglądają następująco

x11 x12 . . . x1n x1n+1 a1
x21 x22 . . . x2n x2n+1 a2
...

...
. . .

...
...

...
xm1 xm2 . . . xmn xmn+1 am
b1 b2 . . . bn

∑
i ai −

∑
j bj

c11 c12 . . . c1n 0
c21 c22 . . . c2n 0
...

...
. . .

...
...

cm1 cm2 . . . cmn 0


Jeśli zachodzi summi=1ai < sum

n
j=1bj to należy zadanie rozszerzyć o jeden wiersz. Wtedy tablica zmiennych

i tablica kosztów wyglądają następująco

45



Ponownierozwiązujemyukładrównań(5.7)postaci

v1=0

u1+v1=2

u1+v2=1

u2+v3=2

u3+v1=5

u3+v3=5

u3+v4=2

u2+v2=3

Otrzymujemyrozwiązanie

u=

2
2
5


,v=



0
−1
0
−3




Macierzc̄ijjestnastępująca

c̄ij=

00−4−8
−1−20−9
0−100


Ponieważwszystkiec̄ij60toKoniec–znalezionorozwiązanieoptymalne.

5.6Algorytmrozwiązaniazagadnieniatransportowego–metoda
szybkiegozapisu

Zauważmy,żewpoprzedniopodawanejmetodzierozwiązaniawkażdymkrokuwystępowałydwieważnetablice
–tablicazaktualnymrozwiązaniemxijoraztablicacenzredukowanychc̄ij.Zauważmyponadto,żejeślidana
zmiennabyłabazowa,tojejcenac̄ijbyłarówna0.Umożliwiatozapisanietychdwóchtablicwjednejtablicy.

Przykład5.6.1.
Znaleźćoptymalnyrozkładproduktówwzagadnieniutransportowymprzynastępującychdanych

cij=

5724
6618
1234


a1=8,a2=6,a3=10

b1=6,b2=4,b3=6,b4=8

Rozwiązanie
Stosującmetodękątapółnocno-zachodniegootrzymujemyrozwiązaniepoczątkowe

628
246
2810

6468

Następnierysujemytabelę,którajednocześniepozwalarozwiązaćukładrównańnauiorazvj,zawierawsobie
wartościxijorazc̄ij.Procestworzeniatabelizaczynamyodwpisaniadoniejzmiennychbazowych.

ui\
vj

62
24

28

41

ui\
vj

02−34
562−θ05+θ

4−2060
0−12+θ−68−θ

θ=2

Wkolejnymkrokuotrzymujemy

ui\
vj

0−3−3−1
56−θ−502+θ

4−2−56−5
54+θ4−16−θ

θ=6

Pokolejnymprzekształceniuotrzymujemytablicę

ui\
vj

0124
0−5−608
−1−7−66−5
16400

Koniec–ponieważwszystkiec̄ij60toznalezionerozwiązaniejest(zdegenerowanym)rozwiązaniemopty-
malnym.

Odpowiedź
Optymalnyrozkładtowaruwdanymzagadnieniuprzedstawianastępującatablica

0008
0060
6400


acałkowity,optymalnykoszttransportuwynosi

c=8c14+6c33+6c31+4c32=32+6+6+8=52

Przykład5.6.2.
Znaleźćoptymalnyrozkładproduktówwzagadnieniutransportowymprzynastępującychdanych

cij=

7343
7216
3125


a1=3,a2=4,a3=7

b1=2,b2=1,b3=5,b4=6

Rozwiązanie
Metodąkątapółnocno-zachodniegootrzymujemyrozwiązaniepoczątkowe

21003
00404
00167
2156

KrokIKolejnatablicawyglądanastępująco

ui\
vj

0−4−5−2
72−θ1+θ−22
6−10−θ4+θ−2
74+θ21−θ6

θ=0

KrokIIKolejnatablicawyglądanastępująco
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Dla odróżnienia zmiennych bazowych od cen c̄ij w powyższej tablicy, zmienne bazowe zakreślono kwadratami.
Kolejnym etapem w danym kroku jest rozwiązanie układu równań na ui oraz vj . Poszczególne ui wpisywane

będą w pierwszej kolumnie powyższej tabeli, natomiast kolejne vj będąwpisywane w pierwszym wierszu tabeli.
Zgodnie z algorytmem przyjmujemy v1 = 0, a więc wpisujemy tą wartość do tabeli i otrzymujemy

ui\vj 0
6 2

2 4
2 8

Ponieważ x11 jest zmienną bazową, to możemy obliczyć u1 ponieważ u1 + v1 = c11 = 5.
Uwaga! Najczęstszym błędem popełnianym przy rozwiązywaniu tego typu zadań jest przyjmowanie ui +

vj = xij a nie cij !
Uzupełniamy tablicę o kolejną wartość

ui\vj 0
5 6 2

2 4
2 8

Ponownie ponieważ x12 jest zmienną bazową, to można obliczyć v2 z równania u1+v2 = c12 = 7. Otrzymujemy
kolejną wartość w tablicy

ui\vj 0 2
5 6 2

2 4
2 8

Teraz z kolei można obliczyć u2 z równania u2 + v2 = c22 = 6; otrzymujemy

ui\vj 0 2
5 6 2
4 2 4

2 8

Teraz można już obliczyć v3 z równania u2 + v3 = c23 = 1; uzupełniamy tablicę i otrzymujemy

ui\vj 0 2 −3
5 6 2
4 2 4

2 8

Można już obliczyć u3 z równania u3 + v3 = c33 = 3; znów uzupełniamy tablicę

ui\vj 0 2 −3
5 6 2
4 2 4
6 2 8

Pozostaje już tylko obliczyć v4 z równania u3 + v4 = c34 = 4 i dostajemy ostateczną tablicę z obliczonymi ui
oraz vj

ui\vj 0 2 −3 −2
5 6 2
4 2 4
6 2 8
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Następnym etapem jest obliczenie wszystkich c̄ij . Uzupełnione zostaną puste elementy tablicy wg wzoru
(5.8). Elementy te łatwo obliczyć, bo jest to zawsze suma wartości z pierwszego wiersza w danej kolumnie
oraz wartości z pierwszej kolumny w danym wierszu. Od tej sumy należy jeszcze odjąć odpowiedni koszt cij z
macierzy kosztów danej w zadaniu.
Zauważmy, że w miejscach, w których wpisane są wartości zmiennych bazowych wartość c̄ij jest równa 0.

Dlatego nie trzeba ich ani obliczać ani uzupełniać. Pozostałe wartości c̄ij wpisujemy do tablicy i otrzymujemy

ui\vj 0 2 −3 −2
5 6 2 0 −1
4 −2 2 4 −6
6 5 6 2 8

Największa wartość c̄ij znajduje się w trzecim wierszu i drugiej kolumnie tabeli. A więc zmienna x32 wejdzie
do bazy (w obecnym rozwiązaniu x32 = 0). Próbujemy na tej pozycji dodać wartość θ i tak zmodyfikować pozo-
stałe zmienne bazowe, aby jedna z nich wyszła z bazy i zachowane zostały ograniczenia (w danej kolumnie lub
wierszu jeśli wystąpi +θ to musi również wystąpić −θ, oprócz pozycji odpowiadającej zmiennej wprowadzanej
do bazy znaczniki +θ oraz −θ mogą się pojawić tylko na pozycjach odpowiadających zmiennym bazowym).

ui\vj 0 2 −3 −2
5 6 2 0 −1
4 −2 2 −θ 4 +θ −6
6 5 6+θ 2 −θ 8

θ = 2.

Widać, że maksymalna θ jaką możemy dodać do x32 wynosi 2 ponieważ jest to najmniejsza z wartości zmiennych
bazowych którym przypisano znacznik −θ.
Modyfikowana jest tablica i powtarzany jest krok metody. Zauważmy, że w tym przypadku po odjęciu

θ od zmiennych bazowych, dwie z nich (x22 oraz x33) zostaną wyzerowane. Zgodnie z algorytmem tylko
jedna zmienna może wyjść z bazy, druga w niej pozostanie z wartością równą 0 (rozwiązanie zdegenerowane).
Zmienną, która wyjdzie z bazy jest ta, która ma większą wartość cij czyli x22.
Kolejna tabela po modyfikacji zmiennych bazowych wygląda następująco

ui\vj
6 2

6
2 0 8

Uzupełniamy wartości ui oraz vj oraz c̄ij i otrzymujemy

ui\vj 0 2 3 4
5 6 2 6 5
−2 −8 −6 6 −6
0 −1 2 0 8

Z powyższej tablicy widać, że największa dodatnia wartość c̄ij znajduje się na pozycji odpowiadającej zmiennej
x13. Próbujemy dodać do tej zmiennej θ i otrzymujemy

ui\vj 0 2 3 4
5 6 2 −θ 6+θ 5
−2 −8 −6 6 −6
0 −1 2 +θ 0 −θ 8

θ = 0

Jak widać w tym przypadku wartości zmiennych nie zmienią się, jedynie zmieni się zestaw zmiennych bazowych
(zmienna x33 wyjdzie z bazy, a zmienna x13 do niej wejdzie, choć przyjmie wartość 0).
Otrzymujemy kolejną tablicę. W rozwiązaniu zadania wystarczy podawać właśnie taką tablicę podsumo-

wującą wszystkie trzy etapy w danym kroku (uzupełnienie zmiennych bazowych, obliczenie ui oraz vj , a także
wyznaczenie c̄ij oraz θ).
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