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Zbiory i logika rozmyta
Wprowadzenie

Geneza

» Chec¢ opisu skomplikowanych zjawisk i regut,
» Opis bliski rozumowaniu ludzkiemu,

» Zrozumiaty i prosty opis,

» Proba formalizacji rozumowania ludzkiego
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Niepewnos¢

» W zyciu znajdujemy wiele rodzajow niepewnosci
» Stochastyczna — np. rzut kostka,
» Pomiarowa — np. okoto 3cm,

» Niepewnos$¢ informacyjna — np. wiarygodny kredytobiorca,

» Lingwistyczna — maty, szybki, ciepty ...
» Wiedza ekspertow jest najczesciej dana w postaci
lingwistycznej,

Przykfad

Jesli predkosé jest troche za duza, to trzeba lekko pusci¢ pedat

gazu.
Jesli predkosc¢ jest bardzo za duza, to nalezy zdja¢ noge z
pedatu gazu i lekko nacisng¢ pedat hamulca.
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Zbiory klasyczne

» Element moze naleze¢ lub nie do danego zbioru
xeX Vv x¢X

» Zbiér mozna definiowac przez wtasnosc okreslajaca
przynaleznosé

X={xeR:x <20}
» Mozna réwniez przyporzgdkowywac znaczenia zbiorom

mtody = {x € M : wiek(x) < 20}

Zbiory rozmyte

» Uogdlnienie zbioru klasycznego, dla ktérego
xa(x): X —{0,1}

» Funkcja charakterystyczna zbioru rozmytego nazywa sie
funkcja przynaleznosci

pna(x): X — [0,1]

gdzie X jest uniwersum, pewng przestrzenia,

» Kazda z wartosci z przedziatu [0, 1] moze by¢
przyjmowana,
» Funkcja przynaleznosci okresla stopien przynalezenia
danego elementu do zbioru,
» ua(x) =0 — x na pewno nie nalezy do zbioru,
» ua(x) =1— x na pewno nalezy do zbioru,
» 0 < pa(x) <1 — x wmniejszym lub wigkszym stopniu
nalezy do zbioru A

o
Poraony
P oo}

5

Funkcja charakterystyczna zbioru

» Funkcja przyjmujaca 1 jesli dany element nalezy, 0 w
przeciwnym przypadku

XA(X){; i;ﬁ

» Jesli uniwersum jest R", n = 1,2 to mozna narysowac

Przykfad

Zbiér liczb okreslajgcych mtody
wiek

A={xeR:x <20}

Przyktady zbioréw rozmytych

Przyktad — wysoki wzrost

1 1 1
HA(X) = Etgh(gx —34)+5
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Przyktady zbioréw rozmytych
Przyktad — Srednia predkos¢

0 x <20
HwX—2% 20<x<50
pa(x) =< 1 50 < x < 80
1
—gX+ 5 80<x<110
x> 110

Definicje

Definition

Zbiér rozmyty A nazywamy normalnym, jezeli istnieje co
najmniej jeden element x € X taki, ze pa(x) = 1. Podzbior
rozmyty, ktéry nie jest normalny nazywamy subnormalnym.

Definition
Wysokoscig zbioru rozmytego nazywamy najwiekszy stopien
przynaleznos$ci elementu x € X.

height(A) = max wa(Xx)

g
ooy
P oo}

5

Uwagi o zbiorach rozmytych

» Zbiory rozmyte uwalniajg od koniecznos$ci kategoryzacii,

» Warto$c¢ stopnia przynaleznosci jest wartoscig
subiektywng

» Czesto ksztatt funkcji przynaleznosci jest istotniejszy niz jej
wartosci,

» Z definicji zbioru rozmytego nie wynika, ze funkcja
przynaleznosci musi przyjmowac gdziekolwiek 1,

» Kazdy zbior klasyczny da sie reprezentowac jako
szczegOlny zbidr rozmyty,

» Stopien przynaleznosci to nie prawdopodobienstwo!
Funkcja przynaleznosci to nie gestos¢
prawdopodobienstwa!

Przykfad
tysy na 80% to nie tysy 1 na 5 razy!

Definicje |l

Definition
Nosnikiem zbioru rozmytego A nazywamy nierozmyty podzbior
zbioru X dany wzorem

supp(A) = {x: pa(x) >0ix e X}
Definition
Jadrem zbioru rozmytego A nazywamy nierozmyty podzbior

zbioru X dany wzorem

supp(A) = {x: pa(x) =1ixe X}
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Definicje Il

Definition

Mowimy, ze zbiér rozmyty A jest podzbiorem zbioru rozmytego
B, co oznaczamy A C B jezeli dla kazdego x € X mamy

18(X) = pa(x).
Definition

Mowimy, ze dwa podzbiory rozmyte A i B sg réwne, co
oznaczamy A = B jezeli A C Boraz B C A. Oczywiscie wtedy
dla kazdego x € X zachodzi pa(x) = pg(x).

Definition

Zbiorem rozmytym pustym nazywamy zbior ) taki, ze dla
kazdego x € X zachodzi pp(x) = 0.

Funkcja klasy ~

» Rosnaca

0
'Y(X){ ba
1

» Malejaca
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Definicje — przyktad

Funkcje klasy t

» Potgczenie dwéch funkcji klasy ~

0 x<a
Hx) =2 a<x<b
)] & b<x<c
0 X=cC
» Funkcja trapezoidalna
0 x<a
xX—a
s asx<b
tx)=«¢ 1 b<x<c
d—x
i c<x<d
0 x>d
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Funkcje klasy S

0 x<a
) - 2(x2) a<x<b
1—2(’0(12) b<x<c
1 X=c
gdzie
b:a;c
(0 x<a
2
2()0%2 as<x<b
1-2(x2)" b<x<c
t(x)=¢ 1 c<x<d
2
1—2(fjg> d<x<e
2(%) e<x<f
0 x> f
gdzie

Operatory sumowania

» Spetniajg wtasnos¢ tzw. s-normy
Definition
Operator S
S:[0,1] x [0,1] — [0,1]
nazywamy operatorem s-normy, jezeli spetnia
1. S(a, b) = S(b, a) (przemiennos¢),

(
2. S(a, S(b,c)) = S(S(a, b), c) (tacznosc),
3. S(a,b) > S(c,d) dla a> c, b > d (monotonicznosg),
4. S(a,0) = a (tozsamos¢ zera),
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Operatory na zbiorach rozmytych

» Pozwalajg na wnioskowanie,
» S3g pewnym uogOlnieniem dziatah na zbiorach
klasycznych,
» Wyrézniamy standardowe operacje
» Sumy zbioréw,
» Przeciecia zbioréw,
» Dopetnienia zbioru,

» Wynik operacji najczesciej nie posiada typowej (prostej)

postaci,

Typowe operatory sumowania |

» Maksimum
paus = max(pa(x), us(x))

» Suma algebraiczna
pauB = pA(X) + ue(X) — pa(X)us(X)
» Suma Hamachera

1a(X) + pa(X) — 2pa(X)us(x)

fask = 1 — pa(x)ps(x)

» Suma Einsteina

pa(x) + pe(x)
1+ pa(x)ps(x)

HAUB =
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Typowe operatory sumowania |l Operatory iloczynu

» Suma drastyczna » Spetniajg wtasnos¢ tzw. t-normy
. Definition
UALUB = { maX(MA(X)MuB(X)) dla mln(:UJA(X)HuB(X)) =0 Operator T
1 w-p-p S:[0,1] x [0, 1] — [0, 1]
» Suma ograniczona nazywamy operatorem f-normy, jezeli spetnia
1. T(a,b) = T(b, a) (przemiennos¢),
paus = min(1, ua(x) + pa(x)) 2. T(a T(b,c)) = T(T(a,b), c) (lacznosc),
S.UabL/(Cmdma>cb>dmwmmmzmw)
4. T(a,1) = a (tozsamos¢ jedynki),

Typowe operatory iloczynu | Typowe operatory iloczynu Il

» Minimum
pans = mMin(ua(x), pa(x))

» lloczyn
11anB = pA(X)up(X)
» lloczyn Hamachera » Rdznica ograniczona
pA(X)ps(X) —
_ tiang = max(0, pa(x) + pp(x) — 1)
HANB = ia(x) + n8(x) — a(X)a(X)
» lloczyn Einsteina
g = pA(X)ps(X)
2 — (na(X) + ps(x) — pa(x)us(x))
» Suma drastyczna

LanB = { g‘in(ﬂA(X)?MB(X)) dla VT-Z%FEMA(X)MB(X)) =1



» Ogolna definicja

Definition
Odwzorowanie N: [0,1] — [0, 1] nazywamy operatorem
negaciji, jezeli spetnia
1. N(1) =0; N(0) =1 (ograniczenie),
2. Jezeli a > b, to N(a) < N(b) (odwracanie porzadku),
3. N(N(a)) = a

» Stosuje sie
pa(x) =1 — pa(x)
» Mozna wprowadzi¢ ogélne prawo De Morgana wigzace
s-normy z t-normami
S(a,b)=1-T(a,b)

» Wybrane operatory muszg spetniac to prawo (by¢ dualne
wzgledem siebie)
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