ERO — Elementy robotyki 1

Rodzaje baz jezdnych robotéw maobilnych

e Naped rdéznicowy — dwa niezaleznie napedzane kota jednej
osi, dla zachowania réwnowagi dodane jest trzecie koto bierne

(lub dwa bierne kota)

e Naped synchroniczny — trzy napedzane kofa w uktadzie tréj-
katnym, wszystkie skierowane w jednym kierunku z mozliwoscia
zmiany kierunku ruchu bez zmiany orientacji bazy

e Naped dookdlny (wielokierunkowy) — podobny do napedu
synchronicznego, ale kazde koto jest ztozonym mechanizmem
I moze toczyC sie w dowolnym kierunku

e Naped Ackermana (samochéd kinematyczny) — typowy
czterokotowy pojazd, naped na dwa kota (zazwyczaj przednie)
jednej osi i dwa kota drugiej osi nie s3 napedzane

Naped roznicowy:

Rys. 1: Naped roznicowy — skret w prawo
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Przemieszczenie i orientacja robota:

{ Tpe1l = Tp+ Dsind
Yn+1 = Yn + DcosO
gdzie D — przemieszczenie robota, f — orientacja robota
D_ D;+ Dp
2

gdzie D;, D, przemieszczenie lewego i prawego kota,

Dla lewego kota mamy

C) =2 7T(b + d)
gdzie d — efektywny rozstaw két, b — promien skretu prawego kota
D0
Cl N 2
z powyzszych zaleznosci otrzymujemy orientacje robota
D,
0 = 1
b+d 1)
Dla kota prawego mamy
Cp=2mb
D, 0
C, 2w
D
b==—rt 2
4 )
Z réwnan (1) i (2) otrzymujemy
D;—D
H=— " 3
- )

Orientacja robota nie zalezy od toru ruchu.
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Obliczanie przemieszczen kot:

2 7TNZ' .
D; = TiRei’ it=10p (4)
gdzie:
N, — liczba odczytanych z enkodera impulséw kota 7,
C; — rozdzielczo$¢ enkodera (liczba impulséw na jeden obrét kota 4,

R.; — efektywny promien kota 7

Kofa poruszaj3a sie z tg samg predkoscia katowa w wokdt chwilowego
srodka obrotu O

L]
>
2 87
L]
\ 5
R

Rys. 2: Naped roznicowy — predkosé liniowa i obrotowa

d
w(R + 5) =,
d
WwR—=)=v
( 2) [
wielkosci w, v,, v; oraz R s3 zmiennymi. Dla dowolnej chwili czasu
Rzglvp+vl w:vl—fup

2v — v, d
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Przyktadowe typy kot

Rys. 4: Koto orientowalne 5 = [(t) wzgledem osi nie przechodzacej przez
srodek kota
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Wiezy (ograniczenia) ruchu pojedynczego kota

|. Koto zwykte
la. koto state
wzdtuz ptaszczyzny kota (brak poslizgu wzdtuznego)

[—sin(a + () cos(a+ B) Lcos(B)] R(O)E(t) +rp(t) =0 (5)

ortogonalne do pfaszczyzny kofa (brak poslizgu bocznego)

[cos(a + B) sin(a + ) Isin(B)] R(€)E(t) =0 (6)

Ib. koto orientowalne wzgledem srodka
wzdtuz ptaszczyzny kota (brak poslizgu wzdtuznego)

[—sin(a + B(t)) cos(a + B(t)) Leos(B(1))] R(O)E(t) + ro(t) :(%

ortogonalne do pfaszczyzny kofta (brak poslizgu bocznego)

cos(a + G(t)) sin(a + (1)) Isin(53(t))] R(0)€(t) =0 (8)

lc. koto orientowalne mimosrodowo
wzdtuz ptaszczyzny kota (brak poslizgu wzdtuznego)

[—sin(a + B(t)) cos(a+ ((t)) Leos(B(2))] R(0)E(E) +re(t) :(8)
ortogonalne do pfaszczyzny kofa (brak poslizgu bocznego)
[cos(v+ B(t)) sin(a+ B(t)) d + Lsin(5(1))] R(O)E(t)+d 5(1) (To())

Il. koto szwedzkie

[—sin(a+ B +7) cos(a+ B+7)lcos(B+7)] R(OE  (11)
+rcosyp =0

Wprowadzamy oznaczenia na katy obrotu kot

KZION
o= | 50
i (Psw(t) ]
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Ograniczenia (wiezy) ruchu mozna wyrazi¢ w ogdlnej postaci

Jl(ﬁca ﬁoc)R<9)€ + JQSD =0 (12)
Cl (ﬁca ﬁoc)R<‘9)E + 02600 =0 (13)
przy czym
Jlf C s 0
) 2| iy | it 2| Gfi |2 [ &)
lsw

gdzie powyzsze macierze otrzymano z (5), (7), (9) i (11). Macierze
Jir i Jisyw S state pozostate s3 zmienne. Jy jest stata, ktorej ele-
menty na diagonali s3 promieniami két, z wyjatkiem kot szwedzkich
dla ktorych elementy te s3 7 cosy. Rozwazmy pierwszych N; + N,
réwnan wiezéw (13)

CiyR(0)€ =0 (14)

Cre(B)R(0)€ = 0 (15)

Z powyzszych réwnan wynika, ze wektor R(@)é nalezy do przestrzeni
zerowej macierzy

cion - [ | e

tzn. R(A)€ € N(C(f.)). Jedli rank (C(3.)) =3 = R(A)€ =0

i ruch na pfaszczyznie jest niemozliwy.

Stopien mobilnosci robota §,,:

O = dim N'(C () = 3 — rank(CT(65e))

|
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Rozwazamy roboty niezdegenerowane, tzn. spetniajace zatozenia:

1. Jesli robot ma wiecej niz jedno zwykfe state koto (tj. N > 1,
to kota te majg wspdlng os, czyli rank Cy <1

2. Srodki két orientowalnych wzgledem prostej przechodzace;]
przez Srodek kota nie s wspotosiowe z kotami statymi, czyli

rankCy(0.) = rank C} s + rank C'.(3;)

3. Liczba rank C1.(8.) < 2 jest liczbg két orientowalnych wzgle-
dem prostej przechodzacej przez srodek kota, ktére moga byé
orientowane niezaleznie dla kierowania robotem. Liczba ta jest
nazywana stopniem sterownosci (kierowalnosci) robota
Og:

05 = rank C1.(/3,)

Mozna wyrdznié pie¢ nieosobliwych struktur spetniajacych prak-
tyczne warunki:

1. stopien mobilnosci jest z zakresu
1<9, <3 (17)
Rozwazamy tylko takie przypadki gdy ruch jest mozliwy.
2. stopien sterownosci jest z zakresu
0<0,<2 (18)

Gérna granica jest osiggana dla robotéw bez statych kot
(N; = 0), dolna granica jest osiagana, gdy robot nie ma két
orientowalnych wzgledem prostej przechodzacej przez srodek

kota

3. spetniona jest ponadto nieréwnosé

2 < 8, +0, <3 (19)

Istnieje zatem pie¢ typow robotdéw kotowych majacych praktyczne
znaczenie, dla ktérych spetnione s3 warunki (17), (18), (19) i
11

Om 13122
0, |0[0]1]1]2

odpowiada to parom:
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Typy robotéw trojkotowych

Typ (3, 0) — robot nie ma statych két i nie ma két orientowalnych
wzgledem prostej przechodzacej przez srodek kota. Sa to roboty
dookdlne mogace poruszac sie w kazdej chwili w dowolnym kierunku
na ptaszczyznie bez zmiany orientacji tzn. maja petng mobilnosc.

kota| a | (] I
loc| 0]-|L
2o0c | w|-|L
3oc 37” - | L

’/ P 'y1

Kota
samonastawne

Rys. 5: Robot z mozliwoscig ruchu w dowolnym kierunku bez reorientacji,
Om =3, 0, =0

Macierze w réwnaniach wiezédw maja nastepujaca postacé:

—sinfy  cosfy Lcos By
J, = sin Jo —cos o Lcos By | ;Jo = diag(r)
cos B3 sinfB3 L cos B3

cosF1  sinB; d+ Lsin 3
— 08By —sin By d+ Lsin (5
sin 33 —cos (33 d+ Lsin 33

Cy = ; Cy = diag(d)
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Typ (2, 0) — robot nie ma két orientowalnych, ma jedno lub kilka
kot statych na wspdlnej osi.

kota| a |G ] I
1f |00 L
2t |7 |0 L
3oc %r - | L
Kota
state

@ [ ° s
Koto
samonastawne

Rys. 6: Robot z kotami stalymi na jednej osi i jednym samonastawnym,
Om =2, 05 =0

Macierze w réwnaniach wiezédw maja nastepujaca postacé:

0 1 L
Jp = 0 -1 L | ;Jy = diag(r)
cos 33 sin (33 L cos (33
1 0 0 0
Lt bvadoel
sin 33 —cos B3 d+ Lsin 33 d
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Typ (2, 1) — robot nie ma két statych. Ma co najmniej jedno
koto sterowne (orientowalne), jesli jest wiecej két orientowalnych to
muszg by¢ one koordynowane tak aby d; = 1. na wspdlnej osi.

kota| a | 5] |
lc | 0| - 0
20C %” - V2L
3oc %ﬂ - V2L
Kota . Kolo

samonastawne kierujgce

__________________

X,

Rys. 7: Robot z kotem kierujacym i dwoma samonastawnymi, d,, = 2, 0, =
1

Macierze w réwnaniach wiezdw maja nastepujaca postac:

— sin 0y cos 31 lcos B
Ji = [ sin(f, + ) —cos(fa + ) Lcos By ] - Jy = diag(r)
—sin(B3 — %) sin(B3 — %) lcos B3

cos sin 34 [ sin 3 0
—cos(Bo+ %) —sin(Bo+ %) d+1lsinfy | Cy = [ ]

Cy = .
1 COS(ﬁg — %) Sin(ﬁg — %) d + I sin (s dlag(d)
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Typ (1, 1) — robot ma jedno lub wiecej két statych na wspdlnej osi
i co najmniej jedno koto orientowalne (kierowalne), ktérego $rodek
nie lezy na osi faczacej kota state (np. samochdd kinematyczny,
dzieciecy rower trojkotowy). na wspdlnej osi.

kota| a | ] [
1f [0 ]0[L
2f |7 10| L
3c 37” - | L

Koto
sterujgce

X"

Rys. 8: Robot z dwoma staltymi kotami i jednym kierujagcym (samochéd),
Oom=1,0,=1

Macierze w réwnaniach wiezédw maja nastepujaca postacé:

0 1 L
Jl = 0 —1 L ;JQ = dl&g(T’)
cos 33 sin 33 L cos O3
1 0 0
C’lzl —1 0 0];02:()
sin B3 — cos B3 L sin B3
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Typ (1, 2) - robot z dwoma kotami orientowalnymi wzgledem
srodka (kierowalnymi), bez két statych.

kota| a |G I
lc |0 |-|L
2c |7 |-|L

3oc 37” - | L

Kota

kierujgce
R
o«

Koto
samonastawne

Y

Rys. 9: Robot z dwoma kotami kierujacymi i jednym samonastawnym,
Om =1, 05 =2

Macierze w réwnaniach wiezdw maja nastepujaca postac:

—sinfB;  cosy Lcos
J| = sinfJo —cosBo Lcos By | ;Jo = diag(r)
cos (3 sin B3 L cos (33
=[]
) 2 — d

cos 3 sinf L sin 3

—cos By —sin Oy L sin (39
sin f3 —cos (B3 d+ Lsin 33

Ch =
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Dla kazdego typu robota wektor predkosci &(t) nalezy do dystrybucji
A, zdefiniowanej jako

£(t) € A. = span {colRT(9)P(3,) } (20)
co jest rownowazne stwierdzeniu, ze

Vi ant) €= R(O)P(BIn (21)

Wymiar dystrybucji A., a stad wektora 1 jest stopniem mobilnosci
0., robota. Jesli robot nie ma két kierujacych (0s = 0) to macierz
P = const. W przeciwnym przypadku macierz P zalezy jawnie od
kata 3. i model kinematyki mozna przedstawi¢ w postaci rownan:

&) = BT(O)P(Bn (22)
ﬁc = M (23)
Mozna te rownania przedstawié w zwartej postaci
q=Gqu (24)
gdzie
q=¢ Gl@) =R (O)P, usn gdyd,=0
albo



Modele kinematyki robotéw kotowych

=
&
Q
Typ | q P(3.) lub P ___Réwnania kinematyki §
x x cosf) —sinf 0 m &
(3,0) Y ]3><3 Y1l = | sin 0 cosf 0 72 g
0 0 0 0 1 T3 <
20)| ¥ [9 0 i =m0 m
Y| =1 costl 0
0 0 1 ] 0 [ 0 1 ] [ " }
x o z —sin(6 + G.1) 0 0
(2,1) ‘z [ cgénﬁid 8 ] g _ | cos(@+Ba) 00 [ %
Ber 0 L 3 8 (1) (1) H
¢ cl
g 0 :yC —LL sin9€ .Sinﬁﬁci% 8
: / _ COS ¢ s1n O T
(1L1)] ¢ [ chlsnﬁ%l ] 0 |~ cos 33 0 [ i }
Be3 ¢ | B3 0 1
x . . 55 i —L{s.in Beq sin(0 + 662; + sin B sin(6 + ﬁcl)]] 0 0]
?é —2Lsin ey sin Gy ; — L[sin 3.1 cos(0 + Be2) + sin B cos(6 + Be1)] 0 0 m
(112) LSln(ﬁcl + 502) . Sin(ﬁcg - ﬂcl) 0 0 H1
ﬁd Sin(ﬁcQ - ﬂcl) ﬂ.cl 0 10 H2
602 662 i 0 01

Vi
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Manewrowalnosc¢

Stopien manewrowalnosci:
Orr = Om + 0

Stopien mobilnosci 4, jest rowny liczbie stopni swobody robota,
ktére s3 bezposrednio sterowane z wejs¢ 17 bez reorientacji kot
kierowalnych. Okresla liczbe ,dostepnych w kazdej chwili” stopni
swobody robota. Stopien sterownosci 5 odpowiada stopniom swo-
body dostepnym za pomoca wejs¢ . Dziatanie p na wspétrzedne £
jest posrednie przez wspétrzedne (3., ktore s zwigzane z wejsciami
o akcja catkujaca.

Dwa roboty o tej samej wartosci d);, ale z réznymi 9, maja rdzne
mozliwosci ruchowe. Dla robotéow z 0,y = 3 mozna dowolnie
wybieraé potozenie chwilowego srodka obrotu:

e dla typu (3,0) bezposrednio z wej$¢ 1,
e dlatypéw (2,1)i(1,2) przez orientacje 1 lub 2 két kierowalnych.

Dla robotéw z d; = 2 chwilowy Srodek obrotu musi leze¢ na proste;j
pokrywajacej sie z osig obrotu kota statego. Jego potozenie na tej
prostej mozna wybieraé:

e dla typu (2,0) bezposrednio z wejscia 7,
e dla typéw (1,1) przez orientacje kota kierowalnego.

Ograniczenia na predkoéci katowe i obrotowe (3. i ¢» bezpoérednio
z réwnan (12) i (13):

/Boc — \_C_lcl(/gcv /BOCZR(€>€ (25>
D
Qb - \—J2J1 (/607 IBOCER(9>€ (26>
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t3czac powyzsze réwnania z modelem kinematyki (22) réwnania
stanu dla (,. i ¢® mozna zapisac

Boc = D(B,.)P(Be)n (27)
$ = E(B., Bo.)P(B)n (28)
Definiujac wektor wspotrzednych konfiguracyjnych g jako
a = (€ 8. Bocr ) (29)
mozna zapisac konfiguracyjny model kinematyki w zwartej postaci
q=5(q)u (30)
gdzie
R(O)P(B.) 0
S@=| p@ep) 0| w=[E] e
E(B.,Bo)P(B.) 0

Przyktad: Robot tréjkotowy z dwoma kotami napedowymi i kotem
swobodnym samonastawnym. Wektor wspétrzednych konfiguracyj-
nych g = [z, 1,0, 5,01, 02, 03], gdzie 3 = Focs

Ograniczenia fazowe (wiezy ruchu):

Toczenie sie bez poslizgu bocznego kot

1 0 0 T 07 .
[.—1 0 0 ]R(Q) Y —|—[O]ﬁO(32)
sin(3 —cosf3 d+ Lcosf 0 d

Toczenie sie bez poslizgu wzdtuznego

0 1 [
[o L ]Rw)

z
Y
cos(@ sinf3 Lcosf 0
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r
|
X, v H

Rys. 10: Schemat kinematyczny robota tréjkotowego, 6,, = 2, é, =0

Konfiguracyjny model kinematyki okresla macierz S(q) w postaci

z modelu wynika, ze

—sinf 0
cos 0 0
0 1
1 L .
scos B —(1+ Zsin f3)
_1 _L
i L
L L
—Esmﬁ — cos (3
2L .

1+ P = ——10
T

CO 0znacza, ze Y1+ Yo+ %«9 musi mieC statg wartos¢ wzdtuz kazdej
trajektorii spetniajgcej ograniczenia.
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Réwnania ruchu dla robota z napedem synchronicznym

Robot z napedem synchronicznym - kazde kofo moze by¢ na-
pedzane i kierowane (tzn. mozliwa jest zmiana orientacji osi obrotu
kota). Kota s3 sprzezone mechanicznie za pomoca skomplikowanych
mechanizméw paskowych. Kofa sg skierowane w tym samym kie-
runku i poruszaja sie z t3 samg predkoscig. Typowa konfiguracja
jest ukfad trzech kot kierowanych umieszczonych w wierzchotkach
trojkata réwnobocznego z cylindryczng platforma. Pozycje robota
wektor opisuje wektor (z,y,#). Zaktada sie, ze predkosé¢ obrotowa
w(t) i liniowa v(t) robota moga by¢ sterowane niezaleznie. Ruch
robota podlega nastepujacym wiezom nieholonomicznym: kierunek
wektora predkosci liniowej v(t) zawsze dazy do kierunku ruchu wy-
znaczonego przez . Wspdtrzedne x, y i 6 s3 opisane nastepujacymi
zaleznosciami:

t
x(t) = x(to) +/ v(t) cosO(t) dt (34)

to

t

y(t) = y(to) + / v(t) sinf(t) dt (35)

to

t
0(t) = 0(ty) + / w(t) dt (36)
to

Predkos¢ v(t) zalezy od wv(ty) i przyspieszenia liniowego ©(t) w
przedziale 7 € [ty, t|]. Podobnie, orientacja 6(t) jest zalezna
od orientacji poczatkowej 6(t;) i predkosci poczatkowej w(ty) oraz
przyspieszenia katowego w(t) w przedziale 7 € [t(, t]. Podstawiajac
za v(t) i O(t) wspdtrzedna x w chwili t,, mozna wyrazi¢ jako funkcje
stanu poczatkowego i przyspieszen:

2(b) = a(t) + /to ’ (v(to)+ /to i) m)
- COS <e(t0)+/t: (w(t0)+/t;w(£) dif) d7> dt

(37)
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Biorac pod uwage, ze w cyfrowych uktadach sterowania w pojedyn-
czym kroku dyskretyzacji warto$¢ zadana pradu silnika jest stata, a
przyspieszenie jest proporcjonalne do pradu mozna przyjaé: v(t) =
const oraz w(t) = const dlat € [t;, tiv1| (0 =1,...,n). Przy za-
tozeniu przedziatami statych przyspieszen réwnanie (37) przyjmuje
postac

x(t,) = x(ty) +Z/ —i—vZA’) (33)
COS (9(15) w(t;) A+ 2w; (A})?) di
gdzie Al =t —t;dlai=1,...,n

Dla uproszczenia réwnania (38) zaktada sie, ze predkos¢ na prze-
dziale [t;, t;.1] jest stata. Jesli przedziat jest dostatecznie maty,
wowczas dzieki gtadkosci ruchu mamy

v(t;) + v A} = vy,
gdzie v; dowolna predko$¢ z przedziatu v; € [v(t;), v(t;11)] oraz
1 | |
Q(tl) + CUAé + iwz (A;)2 ~ Q(tl) + wiA;,
gdzie w; dowolna predko$¢ z przedziatu w; € [w(t;), w(t;11)]. Stad

x(ty) +Z/ v; cos (0(t;) +w; (T—1t;)) dr (39)

Po scatkowaniu mamy

n—1
x(t,) = z(ty) + Z (tir1)) (40)
1=0

gdzie
% [Sin @(tz) — Sll’l(@(tz) + W (t — tz))] , dla w; 7é 0

Fi(t) = { vicos(B(t;)) - ¢, dlaw; =0 (41)
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Podobnie dla wspétrzednej y

—_

n—

y(tn) = y(to) + (ng(tiJrl)) (42)

1

I
o

gdzie

Fift) = { — ot leos 0(t;) — cos(0(t;) +w; (t — )], dlaw; #0
Y v;sin(6(t;)) -t, dlaw; =0
(43)
Jesli w; = 0 robot porusza sie po linii prostej, zas gdy w; # 0 po
tuku okregu

2
F — M F—M) =(— 44
(Fan)+ ()= (B)

gdzie |
Mi= "0 sind(t) (45)

Wi

(%)
M, = — cosf(t;) (46)

Wi

Goérne ograniczenia btedéw aproksymac;ji:

By, B, < |o(tia) —v(t)| Aty



