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Streszczenie

Kiedy bylem w 4. klasie liceum, na fizyce omawialiSmy wzér potowicz-
nego rozpadu. Ktos$ zadal pytanie o to, skad znamy zwiazki miedzy stala
rozpadu, $rednim czasem zycia, a czasem polowicznego rozpadu. Ponie-
waz co$ tam umialem, to wyprowadzitem je na tablicy i bylem z siebie
zadowolony, dopdki nie padlo pytanie o to skad wiemy, ze 7 = % Tego
nie potrafilem wykazaé, ale usltyszalem zdanie, ze taka jest definicja. Po
dwdch latach udato mi si¢ udowodnié, ze to nie jest definicja.

1 Wprowadzenie

Tematem zainteresowania jest funkcja N : [0, +00) — R, gdzie N(t) = Ng-e .
Definiujemy A > 0 jako stala rozpadu, a N jako funkcje wiazaca czas t z liczba
czastek w prébcee, ktére nie rozpadly sie po tym czasie. Poczatkowo (¢t = 0) jest
ich dokladnie Nj.

Potrzebujemy wprowadzi¢ pewne pojecia z dziedziny probabilistyki, ktére
przydadza nam si¢ do obliczen:

1.1 Zmienne losowe w modelu dyskretnym

W przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) jednowymiarowa zmienna losowa na-
zwiemy funkcje X : @ — R.

Przyklad 1. Rzucamy 2 razy moneta (orzel - O, reszka - R). Powiedzmy, ze
jesli wyrzucimy 2 orty, to otrzymujemy 5 zl, je$li wyrzucimy 2 reszki - tracimy 3
zt, w pozostalych przypadkach tracimy 1 zt. Niech X : Q@ — R oznacza wygrana
pieniezna w zlotych. Wtedy Q = {O, R}?, a X opiszemy nastepujaco:

5 w=1(0,0)
X(w)={ -3, w=(R R)
_17 w e {(OvR)v (RaO)}



Nosénikiem zmiennej losowej nazwiemy zbiér takich wartosci, ktére sa przyj-
mowane z dodatnim prawdopodobienistwem. Dla przykladu pierwszego mamy
noénik Sx = {-3,-1,5}.

Niech P(X = n) oznacza prawdopodobiefistwo, ze zmienna X przyjmie war-
tos¢ n. Dystrybuantg zmiennej losowej nazwiemy funkcje F'x spelniajaca poniz-
szy warunek:

Fx()=P(X<t)= >  P(X=n)
neSx | n<t

Uwaga: lim; o, Fx () = 1. Jest to de facto stwierdzenie, ze X zawsze przyjmie
dowolna warto$¢ rzeczywista.

Wartosé oczekiwana zmiennej losowej to w duzym skrocie srednia wartosé
X uzyskana po wykonaniu bardzo duzej liczby do$wiadczen. Mozna jg obliczyé
ze wzoru na $redniag wazona, co powinno by¢ w miare oczywiste.

EX =Y n-P(X=n)

neSx

Dla przyktadu 1 mozemy policzy¢:

1 1 1
EX= > n-P(X=n)=-3.2—1--+5- =0
ne{—3,—1,5}
1.2 Zmienne losowe w modelu cigglym

Model ciaggly ré6zni si¢ od modelu dyskretnego tym, ze mamy do czynienia z nie-
policzalnie duza Q (uwaga: zbiér liczb naturalnych jest policzalny, zbiér liczb
rzeczywistych nie).

Dystrybuanta jest funkcja Fx : R — [0, 1] bedaca suma wszystkich prawdo-
podobienstw P(X = x), w skrécie calka.

P(ng):FX(x):/j P(X =x)

Nie jest to w zaden sposéb przydatne, poniewaz jest to stwierdzenie, ze zsu-
mowanie niepoliczalnie wielu nieskonczenie matych prawdopodobienstw da nam
dystrybuante. Zauwazmy natomiast, ze:

PX=z)=limPX=2+4+h)—PX=z)=limPla<X<zxz+h)=
h—0 h—0
=lim[P(X <z+h)— P(X <2)] = lim[Fx(x + h) — Fx(z)]
h—0 h—0

a jednoczeénie:

X(I) _dF _ . Fx(@+h) - Fx(x)

dzx h—0 h

ITe funkcje nazywamy funkcjg gestoéci prawdopodobienstwa,



Nielegalnym sposobem mozemy otrzymaé nastepujaca réwnosé:
P(X = 2) = fx() da (1)

O dystrybuancie wiemy, ze lim,_, o Fx () =01 lim, 4 Fx(z) = 1. Po-
nadto taka funkcja musi byé¢ co najmniej prawie wszedzie (czyli z wylaczeniem
skoriczonej/policzalnej liczby punktéw) prawostronnie ciagla. Funkcja gestosei
prawdopodobienistwa jest tak naprawde pochodna dystrybuanty w punktach
ciaglosci F'x, dodatkowo jej calka oznaczona nad R jest rowna 1, a sama funk-
cja jest prawie wszedzie nieujemna. Jedli chcemy otrzymaé warto$é oczekiwana
zmiennej losowej w modelu ciagltym, musimy wykonaé obliczenie analogiczne do
tego z modelu dyskretnego.

EX:/_:OJ;.P(X:@:/_:Ox.fx(x)dx 2)

2 Wyprowadzenie wartosci na sredni czas zycia

Mamy nasza funkcje N () = Ng-e~**. Méwi ona mniej wiecej tyle, ze po czasie t
przetrwato N z Ny czastek. A zatem funkcja e~ jest prawdopodobienistwem, ze
czastka nie rozpadla sie po czasie t. Z tego dalej wynika, ze 1—e~* to prawdopo-
dobienstwo, ze czastka nie rozpadla sie¢ do momentu ¢. Jesli przez T' oznaczymy
zmienng losowa, ktérej wynikiem jest czas, w ktérym dany izotop sie rozpadt,
mozemy zdefiniowa¢ taka dystrybuante i funkcje gestosci prawdopodobienistwa:

0, t<0
Fr(t) = {e"\t t>0
0, t<0
—de M >0

h@%@{

Te funkcje spelniaja wszystkie warunki dystrybuanty i funkeji gestosei (do-
wod zostawiam czytelnikom). Sredni czas zycia 7 to - co nie powinno nikogo
zaskoczy¢ - warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej 7.

T:ET:/+OofT(t) dt =

—0o0

oo _ 1 — 00
/ t-de M dtu‘—gf/ ue” du =
0 A Jo

-1
= oy [ue® — et
_1! lim (ue® —e*) — (ue" —e")| _!
A |um—oo u=0 TN
Mamy 7 = %, co konczy dowdd.
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