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Podstawy optymalizacji

Wstep

» Dana jest metryczna przestrzen poszukiwan
Q=(U|-1)

gdzie U jest zbiorem wartosci, a | - | pewng metryka,

» Dany jest rébwniez pewien podzbior D C U,

» W zadaniu dana jest réwniez pewna funkcja F(x): U — R
zwana funkcja celu,

» Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu takiego
X e D, ze

» Zadanie minimalizacji mozna sprowadzi¢ do zadania
maksymalizacji funkcji —F(x).
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Plan prezentaciji
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Pochodne

Definition
Jezeli funkcja F: R" — R posiada wszystkie pochodne
czastkowe, to wektor wierszowy

VF=|88 ... ZF
nazywamy gradientem funkcji F.
Definition

Jesli funkcja F: R” — R posiada wszystkie pochodne
czastkowe do drugiego rzedu wigcznie, to macierz

VZF = [6?(,25)(,}

nazywamy macierzg Hessego(Hesjanem) funkcji F.

Poany



Rozwinigcie w szereg Taylora

Definition
Rozwinieciem w szereg Taylora funkcji F: R — R wokot punktu
Xp nazywamy szereg

Przykfad
Funkcje F: R" — R mozna przyblizy¢ pierwszymi dwoma
wyrazami szeregu

F(x) ~ F(xo) + VF(x0)(x — xo) + %VZF(XO)(X — xp)?

Podziat og6iny

» Optymalizacja ciggta (U = R")

» Zadania wypukie,

» Zadania optymalizacji globalnej,
» Optymalizacja dyskretna

» Zadania kombinatoryczne (zmienne binarne),
» Zadania mieszane,
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Warunki konieczne optymalnosci

Theorem

Wiasciwosci funkgji celu

» Zadania w Z" bedace dyskretng wersjg z R”

>

Natozenie ograniczen catkowitoliczbowych na zadania
sformutowane w R”,

Mozna prébowac rozwigza¢ metodami relaksaciji
ograniczenia x € Z",

Rozwigzanie problemu ciggtego stanowi oszacowanie
zadania dyskretnego,

Prosty problem ciggty nie gwarantuje prostego problemu
dyskretnego!

» Liniowos¢ (afinicznos¢)

>

>
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Funkcja F jest liniowa, jesli
F(x)=a'x+b

gdzie a jest n-wymiarowym wektorem, b - stata.
Rozwigzanie zadania lezy zawsze na brzegu zbioru
rozwigzan dopuszczalnych D.
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Wiasciwosci funkgeiji celu I

» Wypuktosé
» Funkcja wypukta spetnia warunek

Vxi, X2 € D AF(x1)+ (1 = X)F(x2) > F(Ax1 + (1 — A)x2)

gdzie 0 < A < 1 oraz zbior D jest wypukly,
» Istnieje wtedy doktadnie jedno minimum funkgiji celu,
» Bardzo upraszcza poszukiwanie optimum.
» Ro6zniczkowalnos¢

» Funkcja posiada pochodne czgstkowe pierwszego i/lub
drugiego rzedu,
» Jedna z najbardziej przydatnych wtasnosci,

Wrtasciwosci funkceiji celu 1l

» Warunek Lipshitza

» Warunek na szybkos$¢ zmiennosci funkgiji,
» Funkcja spetnia ten warunek, jesli istnieje takie L < oo, ze

VX1,X2 |F(X1)—F(X2)| <L‘X1 —X2|

» Rzadko kiedy jest znany w praktyce,
» Wiasciwos$¢ dekompozyciji
» Funkcja majgca tg wtasnos¢ jest ztozeniem wielu funkciji, z
ktérych kazda zalezy tylko od czes$ci zmiennych

F(x) = F(fi(x))

gdzie fi(x(;y) sa funkcjami, ktérych argument zawiera cze$¢
wektora x,

» Wystarczy zminimalizowac f; i na koncu funkcje F,

» To upraszcza zadanie, kazda z funkcji ma mniej zmiennych
niz zawiera wektor x.
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Wypuktos¢é funkciji celu

Przykfad
f(x) f(x)

A A

x

Wiele miniméw lokalnych

» Minimum lokalne to punkt x, dla ktérego

30>0 Vr<o VyeK(x,r)nD F(x) < F(y)

» Moze sie zdarzy¢, ze istnieje spojny zbiér o jednakowe;j
wartosci,

» Zbior taki traktujemy jako jeden punkt i nazywamy
minimum niewtasciwym

» Istnienie minimow lokalnych wynika z

» Niewypuktosci funkcji celu,
» Niewypuktosci zbioru rozwigzan dopuszczalnych,



Wiele miniméw lokalnych Il Zbiory przyciggania miniméw lokalnych

Przyktad » Pojecie zwigzane z algorytmami optymalizacji lokalnej,

() X2 » Rozwazmy odwzorowanie
A A \Minimum globalne

Minimurp lokalne

z* takie, ze
y(x)=4¢ Vze K(x,r)ND F(z*) < F(z) oraz F(z*) < F(x)
X W przeciwnym przypadku

Minimum lokalne » Rozwazmy ciagi punktéw x;.1 = y{)(x;) (i-krotne ztozenie
funkciji y),

» Zbior wszystkich punktow, ktore sg elementami
poczatkowymi tego ciggu zbieznego do minimum
lokalnego X nazywamy obszarem przyciggania tego

inimum globalne \ minimum,
> A . . > » Relacja nalezenia do obszaru przyciggania danego
N \
X \ \ x1 minimum jest relacja rownowaznosci
Zbiory przyciggania miniméw lokalnych Ograniczenia funkciji celu
Przyktad » Zbibr d_opuszczalny definiujemy za pomocg ograniczen
2 postaci
A
gi(x) <0
hj(X) =0

» Ograniczenia g; nazywamy nieréwnosciowymi,
» Ograniczenia h; nazywamy rownosciowymi
» Najwazniejsze (najprostsze) typy ograniczen

» Kostkowe
<xi<u, huy€eR

» Liniowe
gi(x)=a'x+b, acR" becR

» Wymienione typy ograniczen zawsze tworzg wypukty
x obszar rozwigzan dopuszczalnych
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llos¢ wymiaréw

» Im wigksza ilo§¢ wymiardw, tym trudniejsze zadanie,
» Zaréwno dla zagadnien dyskretnych jak i ciggtych,

Przykfad

Rozwazmy metode optymalizacji polegajaca na ,trafianiu”.
Chcemy trafi¢ w koto wpisane w kwadrat. Prawdopodobienstwo
tego wynosi 7.

Jesli przyjmiemy wymiar zadania o jeden wiekszy (sze$cian i
kula) to prawdopodobienstwo to wyniesie 3.

Uogolniajac na coraz wigkszg liczbe wymiardw,
prawdopodobienstwo to bedzie coraz mniejsze.

Przyktad
Jak zmieni sie przestrzen przeszukiwan dla zadania binarnego?

Schemat metod | i |l rzedu
1. Wyznacz rozwigzanie poczatkowe x;, i = 0
2. Majac VF(x;) (oraz V2F(x;)) wyznacz odpowiedni
kierunek d,
3. Zminimalizuj (doktadnie lub niedoktadnie) funkcje jednej
zmiennegj

X =min F(x; + ad)
a€cR

4. Podstaw x;;1 = X,0razi=i+1,
5. Jesli nie jest spetniony warunek STOP, to wré¢ do kroku 2
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Zadania ciggte

v

Dla zadan liniowych - metoda sympleksow,
Warunki konieczne optymalnosci,
Metody bezgradientowe

» Metoda sympleksu Neldera-Meada,
Metody gradientowe

» Metoda najwiekszego spadku,

» Metoda gradientéw sprzezonych,
Metody (quasi-)Newtonowskie

» Metoda Newtona,
» Metoda DFP,
» Metoda BFGS,
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Zadania dyskretne

» Brak szybkich i pewnych metod optymalizaciji,
» Metody doktadne

» Przeszukiwanie catego zbioru rozwigzan dopuszczalnych,
» Metoda podziatu i oszacowan,
» Metody niedeterministyczne
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Metody optymalizacji globalnej

Metody poszukiwania optimum globalnego,
Metody wielostartowe,

Optymalizacja lokalna z momentem,
Poszukiwanie z tabu,

Metody niedeterministyczne

» Metoda Monte-Carlo (wielokrotne losowanie
przypadkowych punktéw),

» Metoda symulowanego wyzarzania (pewne
prawdopodobienstwo poéjscia w ,.ztym” kierunku),

» Algorytmy genetyczne

vV VvV vy VY

Metody rozwigzywania zadan niestacjonarnych

» Konieczne zastosowanie adaptaciji,
» Podstawowa metoda: restart algorytmu po zajsciu zmiany,
» Jak zmiany nie sa znane - restart jak najczesciej,

» Jesli potozenia miniméw zmieniajg sie nieznacznie — start
od punktu poprzednio znalezionego
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Sformutowanie problemu

» Optymalizacja funkcji niestacjonarnej przy
niestacjonarnych ograniczeniach

X(t) =arg min F(x,t
(t) = arg min F(x.1)
gdzie t oznacza czas,
» Rozwigzaniem nie jest punkt, ale funkcja zalezna od t,

» Warto zwréci¢ uwage, ze zbiér rozwigzan dopuszczalnych
tez moze sie zmienia¢ w czasie,

» Zadanie trudniejsze niz optymalizacja statyczna

Eliminacja ograniczen

» Dla ograniczen réwnosciowych, ktére da sie przeksztatci¢
do postaci
Xy = (X))
gdzie x;) oraz x;, sa pewnymi roztgcznymi podwektorami
wektora x, stosujemy podstawienie do funkcji celu,
» Sytuacja bardzo rzadka w praktyce,

Przykfad
Dla zbioru ograniczen liniowych postaci

ATx + b =[Ag An]ixa xn]T +b =0

gdzie Ag to niesingularna macierz bazowa, otrzymamy
podstawienie
Xg = —A§1 (AnXn + b)
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Zewnetrzna funkcja kary

» Polega na modyfikacji funkgciji celu,

» Funkcja celu w obszarze dopuszczalnym nie jest
zmieniana,

» Naktadana jest ,kara” za przekroczenie ograniczen,

» Funkcja celu musi by¢ okreslona poza obszarem
dopuszczalnym,

Definition
Zewnetrzng funkcjg kary nazywamy kazda funkcje f: U — R
taka, ze

fP(x) =0 jesligi(x) <0

fP(x) >0 jesligi(x) >0

Zewnetrzna funkcja kary Il

» Co zrobi¢, aby znalez¢ szukane minimum?
» Stosuje sig iteracyjng zmiane funkcji kary,
P = 10 (x)

lim P8 (x) = 0o dia gj(x) > 0

k—o00

» Szczegoblny przypadek: kara $mierci”

P(x)=c0 x¢D

li

» Zmiany funkcji kary kohczymy, jak znalezione optimum
znajduje sie w obszarze ograniczen,
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Przyktad

Rysunek

Wewnetrzna funkcja kary

Rowniez polega na modyfikacji funkgcii celu,
Funkcja celu jest zmieniana w obszarze dopuszczalnym,
Naktadana jest ,kara” za zblizanie sie do ograniczen,

Stosowana, gdy funkcja celu nie jest zdefiniowana poza
obszarem dopuszczalnym,

Definition
Wewnetrzng funkcjg kary nazywamy kazdg funkcje f: D — R
taka, ze
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Przyktad

Rysunek
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Wewnetrzna funkcja kary |l

» Co zrobi¢, aby znalez¢ szukane minimum?
» Stosuje sig iteracyjng zmiane funkcji kary,
P ) < P9(x)

lim P8 (x) = 0dla gi(x) < 0

k—oo

» Zmiany funkcji kary konczymy, jesli znajdowane
rozwigzania nie zmieniajg sieg,
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